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Definition: ,Symmetriebrechung & Musterbildung®

Musterbildung ist ein Prozel3, bei dem ein
raumlich homogener Zustand instabil wird und einem
Inhomogenen Zustand, also einem Muster weicht.

Meist wird eine solche
spontane Symmetriebrechung
durch Veranderung eines
Parameters in einem
nichtlinearen System erzielt.
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Ein biRchen Geschichte

* Wie entstehen zweidimensionale Muster ?
* Ab 1965 erforscht u.a. von A. Gierer und H. Meinhardt (MPI)

» Einfaches Turing-Modell: System aus Aktivator und Inhibitor

_I_

Aktivator

b

» beschreibbar durch
zwel nichtlineare, partielle
Differentialgleichungen

. Konzenftration

Abtreitat
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Zweldimensionale Muster

 Beispiel: Astwachstum am Sufwasserpolypen



Zweidimensionale Muster

 Beispiel: Astwachstum am Sufwasserpolypen

» Substrat notig, Fluktuation (,Samen®) startet ftr Zellwachstum

* Wachstum geht zur hochsten Substrat-Konzentration

 Inhibitor zieht weiter mit Aktivator

* Ist Aktivator weit genug entfernt,
kann ein Abzweig entstehen,
da der Inhibitor ebenfalls fehlt

e ZWweig-Wachstum wieder
zur hochsten Substrat-Dichte

« Wachstum geht weiter,
bis Substrat aufgebraucht ist

» Kein ,zusammenwachsen* 2]
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Zweidimensionale Muster

« Simulation versus Beobachtung: Wachstum von ZnSO,

» Dendritische Ablagerung simulierbar durch Zellulare Automaten

[6]



Das Bénard-Experiment

» Temperaturgradient sorgt fur Warmetransport




Das Bénard-Experiment

» Temperaturgradient sorgt fur Warmetransport

* Viskositat der Flissigkeit bremst Konvektion
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Das Bénard-Experiment

Kritischer Temperaturgradient notwendig fur ein Umschlagen

emperaturgradient steigt




Das Bénard-Experiment

» Aus: Navier-Stokes-Gleichung, Bewegungsgleichungen,
Kontinuitatsgleichung und Warmeleitungs-Gleichung.

» Boussinesg-Approximation: p© = Po(l_ O‘(T —Tg ))

(mit o als thermischen Ausdehnungskoeffizient)
Alle anderen Materialparameter konstant.

« Man erhéalt mit weiteren Naherungen und Vereinfachungen
die spezielle Navier-Stokes-Gleichung:

8 o2 =2 pea 2l g (oo
Pog TP a>q OX. OX. O, PP

(u: innere Energie q: transportierte Warmemenge ¢: Gravitation)




Das Bénard-Experiment

e Damit lassen sich die Konvektionsrollen erklaren:
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)
laminare Konvektionsrollen Chaotisch bei hoherem T.-Gradienten



Das Bénard-Experiment

» Offene Randbedingungen => Hexagonale Konvektionszellen

[4]

Entspricht rein qualitativ den
Konvektions-Granulen der Sonne =>§




Komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung (CGLE)

» Allgemeine Formulierung des Problems:
o, (F,t)/et=F (VX }1X, 1)




Komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung (CGLE)

» Allgemeine Formulierung des Problems:
o, (F,t)/et = F (VX }1X, },4)

- Vereinfacht: dX (t)/dt = F(X, 1)

. Stérungsrechnung: X (t)= Xs+X(t) mit F(Xg,1)=0

X< :Ruhezustand + X(t):kleine Stérung

e Taylor-Entwicklung:

Y R .Ordnun
KO _ | 1)x+ Aixa) T2 L) %
dt e —

Linearteil Nichtlinearitat




Komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung (CGLE)

dX 10rdnung 3
» Differentialgleichung: dE J = L(4)-x

* LOsungs-Ansatz: X(t) =0-e”

« => Eigenwertgleichung: L(A)-U=w-G

S
>

« Stabilitatsbedingung:
Re(w)> 0= instabil
Re(w) < 0= stabil >

AT,
«Wenn Re(w, )= Re(o(4 ))=0 c AT

=> Bifurkation [1]




Komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung (CGLE)

ox(r,t)

o L(4,V)-x+h(x,V,1)

 Allgemeine Ausgangs-Gl.:

« Entwicklung um kritischen Punkt: A—A. > gy, +&°7, +...

« Taylor-Entwicklung fiir: X(F,t) &% +&°%, +...

cund: L Im(a)c)i+g2i
ot oT ot
0 0
* In Systemen grof3er raumlicher Ausdehnung: P > 88—+'"
0
e man erhalt:
ox(r,t)

o L,(1)- %+ L(1) Ax+h(x, 1)



Komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung (CGLE)

» Einsetzen und Koeffizientenvergleich in Ordnungen von & :

0(e)= (e )%~ Lyl 3, =0

=X = C(T,p)- G-€" +cc (analog zur linearen Analyse)

0 _ 1
0(52)3 (Im(wC)(?—T_ I—o(/zc) X5 :Ehxx X%
=X, =C"-P,-€°T +cc+ cz‘- o

* In dritter Ordnung erhalt man inhomogenes Gleichunssystem

 Losbarkeitskriterium mittels ,Satz von Friedholm*“ (kompliziert)



Komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung (CGLE)

» Man erhélt schlie3lich (mite-Cr 2):

Z (12 Ja+ Wriahz+ @ ip) 7]z

» Die ,Komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung“ (CGLE)

» H6here Ordnungen von ¢ sind nicht enthalten.

» Entwicklung in € auch fur Bénard-Zelle moglich:
=>  Newell-Whitehead-Segel-Gleichung“ (NWSE)



Die BZ-Reaktion

» Oszillierende Reaktion
In einer Petrischale:

e Bromid und Cer 3*/4+




Die BZ-Reaktion

» Oszillierende Reaktion
In einer Petrischale:

e Bromid und Cer 3*/4+

e Inhibitor: Bromid

» Reaktion 1:
verbraucht Bromid

* Reaktion 2:
oxidiert Ce3*
(Farbwechsel)

» Reaktion 3:
bildet Ce** und
Bromid zurtick




Die BZ-Reaktion

» Oszillierende Reaktion
In einer Petrischale:

R e T

Y B rom id u nd Cer 3+/4+ ¢ = (A0 min =255 min = {443 min { —-!".Jl_#.:.-i’ﬁ;ﬁn

e Inhibitor: Bromid

» Reaktion 1: |
Verbraucht Bromld t= 04:55 min £=05:20 min $= (4545 min i = 06:/Gmin

» Reaktion 2:
oxidiert Ce3*
(Farbwechsel)

1

t =745 min = % A min fo el E min §= 0045 min

» Reaktion 3:
bildet Ce4* und
Bromid zuruick




Reaktions-Diffusions-Gleichungen

e Allgemeine Formulierung fur oszillierende Reaktionen:




Reaktions-Diffusions-Gleichungen

e Allgemeine Formulierung fur oszillierende Reaktionen:

ka
B+ X—>Y+C
Ks
2X +Y —>3X (autokatalytisch)
Ky

X—->D

o Brusselator‘-Modell (Prigogine, Lefever, Nicolis, Brorckmans: 1968-1988)

* Quelle der Nicht-Linearitat: autokatalytische Reaktion

 Reaktionsgeschwindigkeiten kK, ... k, => Ratengleichungen




Reaktions-Diffusions-Gleichungen

- Ratengleichungen:  dX/dt = k,A—k,BX +k,X?Y —k,X

dY /dt =

k,BX — K, X 2Y

 Allgemein, mit Diffusionsterm (D: Diffusionskonstante):

Z—T: F(X,Y,1)+D-AX

d—Y— (analog)
i g

e LOsung nur numerisch durch Zellulare Automaten

« Zum Vergleich:
Bénard-Zelle beschreibbar
durch Lorenz-Gleichungen:

dX /dt = o(X -Y)
dY/dt =RX -Y - XZ
dz/dt = XY —bZ




Simulation: Der Briusselator

- Ratengleichungen:  dX/dt = k,A—k,BX +k,X?Y —k,X
dY/dt = k,BX —k,X 2Y




Simulation: Der Briusselator

- Ratengleichungen:  dX/dt = k,A—k,BX +k,X?Y —k,X
dY/dt = k,BX — kX 2Y
* Numerische Simulation: (A=1, B=3, X,=Y,=1, k,;=...=k,=1)

Cx ,Y'f
4

8]



Simulation: Der Briusselator

* Die BZ-Reaktion Simulation versus Beobachtung:

5 AL 3
i Al H
H - L.
s, A
Wi
f_;'
e g
D - i
ri . . .:- wp =R
- - z s
[2] i . -4 [ .:IE... P

» Spiralwellen und E 4
Chaotische Oszillationen | hiAy e eIz




Simulation: Der Briusselator

» Stabilitatsbetrachtung des Brusselators:
« Stationére Zustande: (dX/dt = dY/dt = 0)

X :ﬁ.A :k4k2.E
> K, > kk, A

* Mit A=1 und B=1,5 ergibt die Simulation:

0.5
0.25

T0 20 30 aﬁ)




Simulation: Der Briusselator

» Stabilitatmatrix: (sz -k, k3X52 J
~k,B -k X
* Berechne Eigenwerte:
At =% k,B—k;Xs K, i}/(kBXSZ +k, - k253)2 — 4k, X
Rngf teil I mag?ﬁértei I

e |nstabil fur:




Weitere Muster in der Natur



Weitere Muster in der Natur

2 2
- Schneckenmuster: 92 _ {a_ n ba] —r,a+D, o‘a

ot b OX*
ob ) 0°b
—=sa"-r.b+D,—
ot T TP ox?

 Aktivator, Inhibitor, Diffusionsterme, Zerfallsraten, Grundproduktion

[Amoria dampieria] [Natica Stercusmuscarum]



Weitere Muster in der Natur

* Musterbildung:

Katalytische
CO-Oxidation




Zusammenfassung

* Wir sahen Muster in: der Natur, der Physik und der Chemie

» Theoretische Modelle bieten eine gute Beschreibung

» Simulationen zeigen teilweise gute Ubereinstimmungen
zwischen Theorie und der Beobachtung

 Trotz allem gibt es bisher keine eindeutigen Beweise,
dal? die Muster in der Natur tatsachlich durch diejenigen
Prozesse entstehen, die in den theoretischen Modellen
zugrunde gelegt worden sind.

» Es gibt noch viel zu tun...
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