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Komplexe Ginzburg-Landau Gleichung

% = A=Az + (1 +ia)Az — (1 +if)|2]>
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Musterbildung

Musterbildung ist ein Prozess, bei dem ein raumlich
homogener Zustand instabil wird und einem
iInhomogenen Zustand, also einem Muster weicht.
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Gebrochene Symmetrien

Unter Symmetriebrechung versteht man den Ubergang
eines Systems an einem kritischen Punkt von einem
Zustand hoherer Unordnung in einen von zwel moglichen
symmetrischen Zustinden hoherer Ordnung.
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,Raumliche Systeme haben eine nicht-vernachlassigbare

Raumliche Systeme

Ausdehnung.”
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Beispiel
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Beispiel

.. . Bénard-Zelle
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Bénard-Experiment — Aufbau

e zwel horizontale Platten:

— untere Platte — Temperatur 1j

— obere Platte — Temperatur 177 < T

e Abstand zwischen den Platten sei klein

e dazwischen befinde sich eine viskose Fliissigkeit
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Bénard-Experiment — Aufbau

e Temperaturdifferenz

AT = Ty — T sorgt fiir
Warmertransport

~ .o Viskositat bremst Kon-
vektion
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Bénard-Experiment — Gleichungen

e Kontinuitatsgleichung
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Bénard-Experiment — Gleichungen

e Kontinuitatsgleichung

V-v=0
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Bénard-Experiment — Gleichungen

e Kontinuitatsgleichung

V-v=0

e vereinfachte Navier-Stokes-Gleichungen
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Bénard-Experiment — Gleichungen

e Kontinuitatsgleichung

V-v=0

e vereinfachte Navier-Stokes-Gleichungen

po [5f + (v-V)v] = =Vp — pge, + nAv
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Bénard-Experiment — Gleichungen

e Kontinuitatsgleichung

V-v=0

e vereinfachte Navier-Stokes-Gleichungen

po [5f + (v-V)v] = =Vp — pge, + nAv

e Warmeleitungsgleichung
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Bénard-Experiment — Gleichungen

e Kontinuitatsgleichung

V-v=0

e vereinfachte Navier-Stokes-Gleichungen

po [5f + (v-V)v] = =Vp — pge, + nAv

e Warmeleitungsgleichung
pocy [+ (v - V)T| = AAT

ot
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Bénard-Experiment — Gleichungen

e Kontinuitatsgleichung
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Bénard-Experiment — Beobachtung
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Etwas abstrakter

/uerst sieht man:
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/uerst sieht man:

Etwas abstrakter

dann , irgendwann”:
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/uerst sieht man:

Etwas abstrakter

Wann ist , irgendwann™?

dann , irgendwann”:

Physik in der Biologie

Komplexe Ginzburg-Landau Gleichung

2. Mai 2006

Peter Baumann 10



Lineare Stabilitatsanalyse — allgemein |

e Gegeben:

Physik in der Biologie

Komplexe Ginzburg-Landau Gleichung

2. Mai 2006

Peter Baumann 11



Lineare Stabilitatsanalyse — allgemein |

e Gegeben:

dX (1)
dt

= F(X(1), A)

e Betrachte nun wie sich das System unter einer Stérung
x(t) um einen (stationdren) Zustand X verhalt:

X(t) = X, + x(t)
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Lineare Stabilitatsanalyse — allgemein |

e Gegeben:

dX (1)
dt

= F(X(1), A)

e Betrachte nun wie sich das System unter einer Stérung
x(t) um einen (stationdren) Zustand X verhalt:
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Lineare Stabilitdtsanalyse — allgemein I

Durch Taylor-Entwicklung von F um X erhalt man:
dx

hunialR . h
gy L(A)-x + (x, \)
lineare Terme nicht — lineare Terme
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Lineare Stabilitdtsanalyse — allgemein I

Durch Taylor-Entwicklung von F um X erhalt man:
dx

hunialR . h
gy L(A)-x + (x, \)
lineare Terme nicht — lineare Terme

bzw. in 1. Ordnung

dX_

E—L()\)-X
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Lineare Stabilitidtsanalyse — allgemein Il

Mit dem Ansatz x = u e*! erhilt man die
Eigenwertgleichung

L(A) - u=wu
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Lineare Stabilitidtsanalyse — allgemein Il

Mit dem Ansatz x = u e*! erhilt man die
Eigenwertgleichung

L(A) - u=wu

e wenn Re(w) < 0, dann ist X asymptotisch stabil

Physik in der Biologie

Komplexe Ginzburg-Landau Gleichung

2. Mai 2006

Peter Baumann 13



Lineare Stabilitidtsanalyse — allgemein Il

Mit dem Ansatz x = u e*! erhilt man die
Eigenwertgleichung

L(A) - u=wu
e wenn Re(w) < 0, dann ist X asymptotisch stabil

e wenn Re(w) > 0, dann ist X; instabil
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Lineare Stabilitidtsanalyse — allgemein Il

Mit dem Ansatz x = u e*! erhilt man die
Eigenwertgleichung

L(A) - u=wu
e wenn Re(w) < 0, dann ist X asymptotisch stabil
e wenn Re(w) > 0, dann ist X, instabil

e wenn Re(w) = 0, dann

Physik in der Biologie Komplexe Ginzburg-Landau Gleichung 2. Mai 2006 Peter Baumann 13




Lineare Stabilitidtsanalyse — allgemein Il

Mit dem Ansatz x = u e*! erhilt man die
Eigenwertgleichung

L(A) - u=wu
e wenn Re(w) < 0, dann ist X asymptotisch stabil
e wenn Re(w) > 0, dann ist X, instabil

e wenn Re(w) = 0, dann Bifurkation
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Bifurkation
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Bifurkation im Bénard-Experiment
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Lineare Stabilitatsanalyse — konkret |

e Stationarer Zustand X,: v =10

ps(2)

Ti(z) = Ty— Pz mit =

Po — Pog (1

AT

h
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Lineare Stabilitatsanalyse — konkret |l

e Storungs-Ansatz

< - =8 M
| —
S
= =

+ op(r, 1)
2) 4+ dp(r,t)

= 0v = (u,w,v)

einsetzen in die Gleichungen ergibt

Physik in der Biologie

Komplexe Ginzburg-Landau Gleichung

2. Mai 2006

Peter Baumann 17



Lineare Stabilitatsanalyse — konkret Il

0
ot

06
— = Ab
5 Rv +
0%0  0%0
—Aw = P | A%
W <8x2 7 V v)
hl R < AT

e Rayleigh-Za

— Kontrollparameter
— abhangig von den Randbedingungen

(1)
(2)
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Lineare Stabilitatsanalyse — konkret IV

e Losung der Gl. (1-2):

(v

(9) = 6‘”t<1>k($,y)\lfn(2)<

mit (fiir geeignete Randbedingungen)

(I)k($,y) — 6i(

kex+kyy)

U,(z) = sin(nmnz)

Hkn

Ukn
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Lineare Stabilitatsanalyse — konkret V

o Filr \p — —k2 — —(k2 +
k) findet man

k2 2,2\3
R = R(k.n) = F 1)

k.2

e Kritischer Wert fir R:

27
R, = 2”4 ~ 657, 5
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Lineare Stabilitatsanalyse — konkret V

o Fiir Ay = —k? = — (k2 +

k) findet man
R = R(k,n) =

e Kritischer Wert fir R:

27
2”4 ~ 657, 5

R, =

(k2 e 77,27'('2:
k2
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Lineare Stabilitatsanalyse — Ergebnis

Mit Hilfe der linearen Stabilitatsanalyse ist es moglich zu
zeigen, dass sich das Verhalten eines Systems qualitativ
andert, sobald ein Kontrollparameter A einen kritischen

Wert A\, uberschreitet.

Peter Baumann 21
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Lineare Stabilitatsanalyse — Ergebnis

Mit Hilfe der linearen Stabilitatsanalyse ist es moglich zu
zeigen, dass sich das Verhalten eines Systems qualitativ
andert, sobald ein Kontrollparameter A einen kritischen
Wert ). liberschreitet.

Aber
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Lineare Stabilitatsanalyse — Ergebnis

Mit Hilfe der linearen Stabilitatsanalyse ist es moglich zu
zeigen, dass sich das Verhalten eines Systems qualitativ
andert, sobald ein Kontrollparameter A einen kritischen
Wert A\, uberschreitet.

Aber sobald dieser kritische Wert tberschritten ist,
werden die linearisierten Gleichungen wertlos, da sie

I.d.R. divergieren
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Lineare Stabilitatsanalyse — Ergebnis

Mit Hilfe der linearen Stabilitatsanalyse ist es moglich zu
zeigen, dass sich das Verhalten eines Systems qualitativ
andert, sobald ein Kontrollparameter A einen kritischen
Wert A\, uberschreitet.

Aber sobald dieser kritische Wert tberschritten ist,
werden die linearisierten Gleichungen wertlos, da sie
I.d.R. divergieren

= Bifurkations-Analyse
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Bifurkations-Analyse

e Betrachte wieder den allgemeinen Fall

dx

L\ -x+h(x,\)

dt

e Untersuche das lokale Verhalten in der Nahe des
kritischen Punktes A\, bzw w. = w(A.)
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Bifurkations-Analyse

e Betrachte wieder den allgemeinen Fall

dx

L\ -x+h(x,\)

dt

e Untersuche das lokale Verhalten in der Nahe des
kritischen Punktes A\, bzw w. = w(A.)

e Zundachst sei aber I'm(w.) = 0, d.h. die Bifurkation ist

stationar
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Bifurkations-Analyse
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Bifurkations-Analyse I

e Entwickle hierzu x und A — A, nach «:

'
|

X1+ X + -

A=A = ey +ept -
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Bifurkations-Analyse I

e Da Im(w.) = 0, dndert sich x nicht mit der Zeit, also
entwickle auch die Zeit
d 0 5 O

—_— = E— e5——
dt 6’7'1_|_ 87'2_|_
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Bifurkations-Analyse I

e Da Im(w.) = 0, andert sich x nicht mit der Zeit, also
entwickle auch die Zeit

d 8 ,0

— =& T & T+

dt 8’7'1 87'2

= Multiskalen-Entwicklung (multiscale pertubation

expansion)
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Bifurkations-Analyse Il

Einsetzen ergibt:

e Ordnung O(e)
»C()\c) - X1 = 0
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Bifurkations-Analyse Il

Einsetzen ergibt:

e Ordnung O(e)
»C()\c) - X1 = 0

e Ordnung O(&?)

1 ox
L()\c) * X9 = _'71£)\()\c) " X1 _hxx - X1X1 1 — Q2
2 (97'1
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Bifurkations-Analyse IV

e Ordnung O(&?): kompliziert
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Bifurkations-Analyse IV

e Ordnung O(&?): kompliziert
oder einfach:
L(A) - x3=q3
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e Betrachte

Amplitudengleichung |

L(Ac) - X2/3 = 42/3

o Stelle xy/3 als Produkt einer Phase c(71, 7, ) und
eines Vektors u dar:

X92/3 = c(T1, T2, -)u
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Amplitudengleichung I

e Dies ergibt fiir die Ordnung O(&?):

1
L(Ae) X9 =—cyLx(Ae) X1 — —c2hxx()\c) cuu + @u
2 (97'1

oder
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Amplitudengleichung I

e Dies ergibt fiir die Ordnung O(&?):

1
L(Ae) X9 =—cyLx(Ae) X1 — —c2hxx()\c) cuu + @u
2 (97'1

oder (nach etwas linearer Algebra)
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Amplitudengleichung I

e Dies ergibt fiir die Ordnung O(&?):

1
L(Ae) X9 =—cyLx(Ae) X1 — —c2hxx()\c) cuu + @u
2 (97'1

oder (nach etwas linearer Algebra)

0
—C — ’71P16 — P262
5’7'1
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Amplitudengleichung Ili

e Einsetzen der Entwicklung von A — A, ergibt schlieBlich:

d
d—’z — (A= \)Piz — P22
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Amplitudengleichung Ili

e Einsetzen der Entwicklung von A — A, ergibt schlieBlich:

d
d—’z — (A= \)Piz — P22

e Dies ist eine Amplitudengleichung in der skalierten
Amplitude
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Amplitudengleichung IV

e Sei nun Im(w.) # 0. Dann ist die Bifurkation
periodisch (Hopf-Bifurkation) und x oszilliert auf einer
schnellen Zeitskala 27 Im(w,).

e Um diese schnelle Zeitskala 1" zu beriicksichtigen, muss

die Entwicklung von % um diese erganzt werden:
d 0 0 0
— =] : | | 2_7 .« ..
dt m(w )0T 887’1 - 01 i
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Amplitudengleichung V

e Die sich ergebende Amplitudengleichung lautet:

d
d—'z — (A= \)Piz — Pyz[%
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Amplitudengleichung V

e Die sich ergebende Amplitudengleichung lautet:

d
d—’z — (A= \)Piz — Pyz[%
e vgl. Ginzburg-Landau-Gleichung:
5,
@_j — (A= Az + (1 +ia)Az — (1 +iB)|2]%
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Amplitudengleichung V

e Die sich ergebende Amplitudengleichung lautet:

d
d—'z — (A= \)Piz — Pyz[%
e vgl. Ginzburg-Landau-Gleichung:
0z . . 2
Frie (A= X))z + (1 +1a)Az — (1 +1i8)|z|“z
ahnlich!l
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Raumliche Systeme |

e Allgemeinster Fall:

dXZ'(I', t)

dt

— FZ-(X]'(I‘, t)? kaj(ra t)? )‘)
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Raumliche Systeme ||

e Analog zu den zeit-periodischen Bifurkationen ist bei
raumlich ausgedehnten Systemen nun auch die
Ortsabhangigkeit storungstheoretisch zu entwickeln:

0 0

or op
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Raumliche Systeme Il

e Als Amplitudengleichung ergibt sich nun die komplexe
Ginzburg-Landau-Gleichung (CGLE):

0z

ot

(A= X)z + (1 +ia)Az — (1 +iP)|2|°2

e Bei ihrer Ableitung wurde kein spezielles System
betrachtet, d.h. die komplexe

Ginzburg-Landau-Gleichung ist universell.
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Zuriuick zu Bénard

e Hier liefert die CGLE leider keine passenden Ergebnisse
= Newel-Whitehead-Gleichung

- m———
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Nochmal Bénard
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Aber wie kommt es nun zu

?
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