Script zur Vorlesung :

Theoretische Physik I: Klassische Mechanik

Vorlesung SS 07

Prof. Dr. Jens Timmer

September 22, 2013



Contents

0 Einleitung 4
1 1. Woche: Newtonsche Mechanik: Grundlegende Begriffe 5
1.1 Die Newtonschen Gesetze . . . . .. .. ... .. ... ... ..... 6
1.2 Wichtige Kraftgesetze . . . . . . .. .. ... .. 9
1.3  Wegintegrale, Potentiale & Energiesatz . . . . . . .. ... ... ... 10
2 2. Woche: Newtonsche Mechanik: Mehr-Korper-Probleme 15
2.1 Mehrere Punktteilchen in Wechselwirkung . . . . . . ... .. .. .. 15
2.2 Zwei-Korper-Problem . . . . . . . . .. ... L 21
3 3. Woche: Newtonsche Mechanik: Kepler-Problem & Streuung 28
3.1 Kepler Problem . . . . . ... ... ... 28
3.2 Streuung . . . . ... 34
4 4. Woche: Newtonsche Mechanik: Lineare Schwingungen 41
4.1 Eindimensionale Systeme . . . . . . . .. ... 41
4.2 Der allgemeine harmonische Fall . . . . . . ... ... ... ... ... 46
4.3 Zwei Beispiele . . . . ..o Lo 50
5 5. Woche: Newtonsche Mechanik: Fiir Geniefler 54
5.1 Mechanische Ahnlichkeit . . . . . ... ... ... ... .. ...... 54
5.2 Virialsatz . . . .. .. 5%)
5.3 Scheinkréafte . . . . . ... 58
6 6. Woche: Lagrangesche Mechanik: Gleichungen 1. & 2. Art 60
6.1 Lagrange Gleichungen 1. Art . . . . . ... ... ... .. ...... 62
6.2 Lagrange Gleichungen 2. Art . . . . . .. ... ... .. .. ..... 69
7 7. Woche: Lagrangesche Mechanik: Anwendungen 74
7.1 Newton revisited . . . . . . . . . . .. ... 74
7.2 Lagrange 1. vs. 2. Art . . . . .. ..o 76
7.3 Das spharische Pendel . . . . . . . ... ... ... L. 7
7.4 Holonom-rheonome Zwangsbedingungen: Die Schaukel . . . . .. .. 79
7.5 Nicht-holonome Zwangsbedingungen . . . . . . ... ... ... ... 83
7.6 Foucaultsches Pendel . . . . . . . . ... ... o0 83
8 8. Woche: Lagrangesche Mechanik: Der starre Korper I 86
8.1 Kinematik . . . . . . ... 87
8.2 Kinetische Energie & Tragheitstensoren . . . . . . . . . . .. ... .. 90
8.3 Drehimpuls, Eulersche Kreiselgleichungen, freier symmetrischer Kreisel 95
9 9. Woche: Lagrangesche Mechanik: Der starre Korper 11 99
9.1 Bewegungsgleichungen fiir Eulersche Winkel . . . . . .. . .. .. .. 99
9.2 Der schwere Kreisel . . . . . . . . . . ... ... ... ... 99
9.3 Zwei Beispiele . . . . . .. 103



10 10. Woche: Lagrangesche Mechanik: Fiir Geniesser 104

10.1 Noethersches Theorem . . . . . . . . . .. ... ... ... .. .... 104
10.2 Das Hamiltonsche Prinzip . . . . . . . . .. ... .. ... .. .... 109
10.3 Mechanische Ahnlichkeit revisited . . . . . . . .. ... ... .. ... 115
10.4 Kanonisch konjugierter Impuls im magnetischen Falle . . . . . . . .. 116
10.5 Uneindeutigkeit der Lagrange-Funktion . . . . . . . . .. ... .. .. 117
11 11. Woche: Hamiltonsche Mechanik: Grundlagen 118
11.1 Von Lagrange zu Hamilton . . . . . . . .. .. ... ... ... .... 118
11.2 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen . . . . . . . .. .. ... .. .. 121
11.3 Theorem von Liouville . . . . . . .. .. ... ... . ... 125
11.4 Poissonklammern . . . . . . ... ..o 126
12 12. Woche: Hamiltonsche Mechanik: Fiir Geniefler 128
12.1 Hamiltonsche Gleichungen aus Variationsprinzip . . . . . . . . .. .. 128
12.2 Kanonische Transformationen . . . . . . . . ... .. ... ... ... 129
12.3 Hamilton-Jacobi. . . . . . . . . ... .o 131
12.4 Integrable Systeme und Hamiltonsches Chaos . . . . .. .. ... .. 132
13 13. Woche: Dissipative Systeme 135
13.1 Grenzzyklen . . . . . . .. 135
13.2 Chaotische Systeme . . . . . . . . .. ... 139
13.3 Abschlulbemerkungen . . . . . . .. .. ... 142



0

Einleitung

Org-Krams:

homepage ausdrucken

Ubungen, wer braucht sie in Hardware ? Viele Stunden darauf verwenden.
Nicht versuchen es mit Google zu losen. Wird zu Katastrophe fiihren.

Abgeben in 2er-Gruppen.

Klausur

Scheinkriterium

Verschiedene Kollegen, verschiedene Schwerpunkte. Priifungsprotokolle
FOLIE Inhaltsverzeichnis

Bemerkung Vektorpfeile und Nomenklatur

Fragen bei Unklarheiten

Bitte ptinktlich kommen

Hermeneutisches Problem

Literatur:

J. Honerkamp, H. Romer: Klassische Theoretische Physik
Online: http://www.freidok.uni-freiburg.de/volltexte/82/pdf/82_1.pdf

F. Kuypers: Klassische Mechanik
F. Scheck: Theoretische Physik 1. Mechanik
H. Goldstein: Klassische Mechanik, formaler

V.I. Arnol’d: Mathematical Methods of Classical Mechanics, formaler

Klassische Mechanik ist grundlegend fiir

gesamte Physik

— Formaler Rahmen der Elektrodynamik
— Grundlage und Unterschied Quantenmechanik

— Unterschied Spezielle und Allgemeine Relativitéatstheorie

Technik: Maschinen- und Briickenbau



1 1. Woche: Newtonsche Mechanik: Grundle-
gende Begriffe

Raum und Zeit in der Klassischen Mechanik
Zeit:

o t € R, weltweit identisch
o Weltweite Messung durch Transport von Eichuhren
e Das andert sich in der speziellen Relativitatstheorie
Raum:
e Affiner Raum
— Menge A von Punkten P, Q, R

— Vektorraum V? mit Vektoren Z, if

e Es gelte:
Geordnetem Punktepaar (P, Q) ist Vektor ¥ = PQ aus V3 zugeordnet

Fiir jeden Punkt P und zu jedem 7 gibt es ein (), so dass P@ =T gilt
Fiir drei Punkte P, Q, R gilt:

PQ+ QR = PR
e Wahle Ursprung O
Wihle Basis (€;),i =1,2,3

Dann

3
OP = E ZT;€;
i=1

Dann z; Koordinaten beziiglich Koordinatensystem (O, €}, €5, €3)

e Gegeben Koordinatensystem. Dann

Ortsvektor:
Ft) =) ai(t)é;
Geschwindigkeit:
v=—71(t)=7
dt
Beschleunigung
a=—u(t)=r
dt
e Beispiel:
Geradlinig-gleichformige Bewegung
F(t) = 719+ U[)t
v(t) = g
a(t) = 0



1.1 Die Newtonschen Gesetze

Newton:

e x 1643, 1727

e Hauptwerk: 1686: ”Philosophiae naturalis principia mathematica”
Die Newtonschen Gesetze

1. Wirken keine Krafte, verharrt ein Korper in Ruhe oder im Zustand geradlinig-
gleichférmiger Bewegung.

2. Eine Kraft F' bewirkt eine Beschleunigung
ma =F
3. "actio gleich reactio”
Sei F_:Z'j die Kraft, die Korper j auf Korper ¢ ausiibt, so gilt:

Fy = —F;

Kommentare:

e Still acute:

week ending
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We have tested the proportionality of force and acceleration in Newton’s second law, F = ma, in the
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Pioneer anomaly, and the Hubble acceleration. We find good agreement with Newton’s second law at
accelerations as small as 5 X 1074 m/s2.
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Newton’s second law is the equation of motion defining
the field of dynamics. In its nonrelativistic form, ¥ = ma
is perhaps the most famous and most often used equation of
physics. Together with its relativistic and quantum me-
chanical variants, this law is implicitly tested in many
applications and experiments, and its validity is simply
assumed at all acceleration scales. Any deviation from
F = ma would have profound consequences as it would

standard Newtonian dynamics. The functional form of the
transition between the two regimes is not specified. A
smooth transition can be obtained by multiplying the
right side of F=ma by w(a/a,)=a/ay(l +a?/a3)"\2,
so that for a > gy the function w =1 and standard
Newtonian mechanics is recovered. The characteristic ac-
celeration a, was determined from fits [4] to galactic
rotation curves to be ay = 1.2 X 10710 m/s2.

e 1. NG widerspricht all unserer Erfahrung, aber ordnet sie am Ende sinnig

— Erstes Newtonsche Gesetz definert ”Nullelement” in der Menge der
Krifte, die ” Nullelement” in der Menge der Bewegung nach sich zieht.

— 1. Newtonsche Gesetz postuliert Tragheitsprinzip




— 1. Gesetz macht nur Sinn bei Angabe von Bezugssystem

x Es kann nicht in allen gelten:
Gilt es in System S’, kann es in relativ beschleunigtem System S’
nicht gelten:
Korper erfahrt dort Beschleunigung, obwohl keine Kraft auf ihn
wirkt.

x Bezugssystem, in dem 1. Newtonsches Gesetz gilt heifit
Inertialsystem

- Existenz vor der Hand unklar.

- Fiir einzelne Korper existiert Koordinatentransformation, so dass
Bahnkurve r(t) gradlinig-gleichférmig, muss aber fiir alle Kérper
gelten.

- Koordinatensystem relativ zum Fixsternhimmel ist in guter
Naherung Inertialsystem

- Koordinatensystem mit Bezugspunkt auf Erdoberflache ist
weniger gut:
- Rotation der Erde um Sonne
- Rotation der Erde um sich selbst

* Auswirkungen der Abweichung von Inertialsystem werden in Kapitel
5.3 behandelt.

e Relativitatsprinzip:
— Sei in S Bahnkurve 7(¢)

— Sei S" um 7 gegen S verschoben und bewege sich mit v

— Dann gilt die Galileo-Transformtion:

7 (t) = 7(t) + Tot + 7
— Relativitatsprinzip: Alle Inertialsysteme sind physikalisch gleichwertig

— Die Gesetze der Klassischen Mechanik miissen invariant unter der Galileo-
Transformation sein

e 2. NG:

Jede Abweichung vom Nullelement der Krafte fiihrt zu Beschleunigungen
— ”Suchet die Kréfte”: Ein komplettes Forschungsprogramm
— Sind alle Krifte F; bekannt, ergibt ma = ), F; die Dynamik.

x m: trage Masse, im Unterschied zur schweren Masse, siehe spater.
Ausgangspunkt Allgemeine Relativititstheorie

« Krifte addieren sich wie Vektoren (Kréfteparallelogramm)
— Ontologie:

x F;: Ursachen

x ma: Wirkung

o Merke:

Die Newtonschen Gesetze stellen eine immense Abstraktionsleistung dar
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Historische Anmerkung: Aristotelische Mechanik

”Alle Dinge haben ihren Platz, den sie ihrer Natur geméafl einzunehmen bestrebt
sind”

Zweigeteilte Welt:

e Auf der Erde:

— " Natiirliche Bewegung”, schwere Korper nach unten, leichte nach oben

— "Erzwungene Bewegung” mv = F, setzt direkten Kontakt voraus

e Gestirne: Bewegung nach ”"ewiger Harmonie”: Gleichformige Kreisbewegung
Kritik zu seiner Zeit

e Sternschnuppen
e Speerwurf

e Kein Grund, iiberheblich zu sein, Newton hat auch seine Grenzen
Newton vereinheitlicht zwei vorher getrennte Bereiche. Seine Theorie gilt fiir

e Bewegung der Planeten

e den fallenden Apfel
Vereinheitlichung als Ansatz hat sich als bewahrt

e Elektromagnetismus

e EM, schwache & starke Kraft

e Vereinheitlichung (EM, schwache & starke Kraft) mit Gravitation aktuelles
Forschungsgebiet

Praxis der Newtonschen Mechanik
e 7(t) aus ma(t) = F(t) berechenbar, wenn
— F(t) bekannt
— 7(0), ¥(0) bekannt

e Im allgemeinen kann F(t) beliebig kompliziert sein, z.B. von Vorgeschichte
abhangen.

e Hiufig: F(F(t),7(t),t)

Dann
mi(t) = F(7(t),7(t), )

die Bewegungsgleichung, eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung

e Gilt sogar F(7(t)), so handelt es sich um ein Kraftfeld: F : E3 — V3, denke
an Gravitationsfeld.

Den Spiess umdrehen

Kennt man die verursachende Kraft nicht, aber die Bahnkurve 7(t), lasst sich die
Kraft ermitteln.

So geschehen durch Newton fiir die Gravitationskraft.

8
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1.2

Wichtige Kraftgesetze

Der allgemeine Fall F(7(t),7(t),t), abhiingig von

Ort
Geschwindigkeit, denke an Lorentz-Kraft

Zeit

Beispiele:

(ii.)

(i.) F = F, = const

Oft gute Naherung in kleinen Raumzeitbereichen.

Beispiel: Gravitationsfeld der Erde F= mg, m schwere Masse, § = 9.81m/s?
Experimentell bestens bestatigt: schwere Masse = trage Masse.

Ausgangspunkt der Allgemeinen Relativitatstheorie

Losung von )
durch zweimalige Integration mit Anfangswerten v, und 7

. L = L
T(t) = %Fotz + vot + 19

Harmonisches Kraftgesetz

Linear, zeitunabhangige Kraft:
F(r)=—-Dr

Gilt bei Federpendel oder Pendel bei kleiner Auslenkung

Bewegungsgleichung
mit = —Dr

Allgemeine Losung

D
r(t) = asin(wpt) + bcos(wot), wp = —
m
Wird Reibung mit —k7 und zeitabhéngige duflere Kraft F'(¢) hinzugefiigt,
ergibt sich
mi + ki + Dr = F(t)

eine erzwungene Schwingung mit Resonanzphanomenen, die in Kapitel 4 be-
handelt werden.

Gravitationskraft
Newtons grosser Verdienst

Kraft von Masse ms auf my

mims _,

Fg,, = T 7= PPy, ~=06.667x10""'m?/(kgs?)



(iv.) Lorentz-Kraft: geschwindigkeitsabhéngig
Elektrisches Feld E(r,t), Magnetfeld B(r,t)

Fr(r,r,t) =e(E(r,t) +7 x B(r,t))

(v.) Coulomb-Kraft
Ladungen ¢, ¢

Betrachte 2 Protonen:

— Anziehung auf Grund der Gravitation

— Abstossung auf Grund von Coulomb

Abstossung ~ 1036 mal stiarker als Anziehung: Gravitation auf kleinen Skalen
i.d.R. vernachlaigbar

Betrachte Universum:

— Recht homogen gilt: Anzahl negativer Ladungen = Anzahl positiver
Ladungen

Coulomb mittelt sich raus
— Gravitation immer anziehend: Spielt auf groflen Skalen den Haupteftekt
(vi) Reibungs-Kréfte
Gleitreibung fester Korper .
ﬁR = —p|F N|g
v

Fiir viskose, Stokes’sche Reibung, kleine Reynoldszahl

—

FR: —KU

Bei ”Luftreibung”, groie Reynoldszahl
. 1 i
Fr= ——cprv2g
2 v
1.3 Wegintegrale, Potentiale & Energiesatz

Betrachte Massenpunkt in zeitunabhéngigem Kraftfeld.
Bewegungsgleichung;:
mi'(t) = F(r(t))

Multipliziere mit 7 und integriere tiber ¢ von t; bis t,

e LHS:

b2 1 2 d 1 .
m/tl dt it = §m/t1 dta(ﬂ) = §m¢2 2 =T(t) —T(t)

mit 7' = 1ms? kinetische Energie
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e RHS:
dr(t)

/t AtF (1)

Sei 1 = r(t1), 72 = r(t2) und C' Bahn zwischen r und r9, so gilt

/thF(r(t))d;—(tt) :/TQCF(T) dr

t1

/ F(T) dr = A12<7‘1,T2,C, F) = A12(C)
ry, C

stellt ein Wegintegral dar.

e Wegintegral hingt von C' ab, nicht von 7(t). Betrachte 7 mit t = ¢(7)

) dr(t(r)) , [T dr(t(r)) dt (" ar (1)
[ reeen @ - [ ooy G~ [ o) G

Eigenschaften von Vektorfeldern

e Vektorfeld heifit konservativ, wenn das Wegintegral
ro
/ F(T) dT:A12<7’1,7’2,.,F)
ry, C

unabhangig von C ist.

e Vektorfeld F(r) ist genau dann konservativ, wenn Wegintegral iiber
jeden geschlossenen Weg verschwindet.

— Ist F(r) konservativ, so gilt

Y C2

Zwei Wege von ry nach r,

ergo



— Verschwindet Integral, drehe obiges Argument V geschlossenen Wege, auf
denen 7,7y liegen, um.

e Vektorfeld ist genau dann konservativ, wenn es ein skalares Feld U(r) gibt mit:

F:_VU:_(aU ou 8U)

Dy’ Oy’ Oy

Beweis als Uebung

Dieses skalare Feld U heifit Potential, Minuszeichen Konvention.

e Ist F konservativ, so gilt:

VxF=0

Vx F— (8F3 0F, 0Fy O0F; 0F, O0OF ) :Ei]kﬁFk

— . 8_%

81’2 B 8x3’ 891:3 B al’l’ 81‘1 85(327

Wenn F}, = g—gc dann

oF, oF U 00U
Or; Oz,  Orydx; Ox;j0x)

0

o Gilt
VxF#0

so ist F' nicht konservativ.

e Final: Gilt in einfach zusammenhéngendem Gebiet
VxF=0

so existiert U mit
F=-VU

Der Energiesatz
Erinnere Wegintegral, betrachte konservatives Kraftfeld

Flr) = —VU(r), /mmﬁwy:U@g—Uwg

Somit
T(7(t2)) + U(r(ta)) = T(7(t1)) + U(r(t1))
Ergo: Die Grofle

E:%mﬂw+mmm

ist fiir konservative Kraftfelder eine Erhaltungsgrofle.
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e [J: Energie
e T': Kinetische Energie

e U: Potentielle Energie

Allgemein ist

A :/ F(r) dr
r1, C

die von Kraft F' am Korper geleistete Arbeit.

Beipiele: (nicht) konservativer Kraftfelder:

e Gravitationskraft

e Zentralkraftfelder

— rotationssymmetrisch:
F(F) = f(r)F/r
konservativ
— Allgemeiner Fall
F(7) = f(7)7/r
nicht konservativ

X; X

.
S

P

e Harmonische Kraft

e Nichtkonservatives Feld:

Betrachte: F' = (y, —z,0),

13
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e Besonders schon:

1
F= ol 0) i B\ (0,0,)

siehe Uebung

e Eindimensionale Dynamik

F(x) ist immer konservativ. Grund: es existiert immer U(z) mit

F(z) = —%U(m)

nédmlich die Stammfunktion von —F(z).

Bewegungsgleichung direkt losbar

— Da Kraftfeld konservativ, nutze Energieerhaltung

1
§m562 +U(z) = E = const

Damit:

i = 4++/2/m(E — U(x(t))

Dieses heifit “Erstes Intregral”

t xdt’ r dz’

- Y R
to \/2/m(E — Ul(x(t)) w0 \/2/m(E — U(a)) /to t=t—1t

— Ergibt: © = 2(t; E, x0), vo = \/2/m(E — U(xo))
—DaE=T+U2>U

A

Ulx)

E1 b - -

Ein Beispiel einer Potentialfunktion fiir eine eindimen-
sionale Bewegung mit den erlaubten Aufenthaltsbereichen fiir
verschiedene Energien

14



Lessons learnt:
e Newtonsche Gesetze: Immense Abstraktionsleistung

e Newtonsche Gesetze bilden selbstkonsistenten Rahmen der Mechanik

Forschungsprogramm: Suchet die Krafte

Konservative Kraftfelder haben Potential

In konservativen Kraftfeldern gilt Energieerhaltung

1. Mi.

2 2. Woche: Newtonsche Mechanik: Mehr-
Korper-Probleme

2.1 Mehrere Punktteilchen in Wechselwirkung
e Betrachte N Massenpunkte

e Sei Fi(t) von der Form

dann ist

ein System von 3N DGls. 2. Ordnung.

e Analog zu oben ergibt sich die kinetische Gesamtenergie zu

o Krifte aus Potential ?

Betrachte 3N dimensionalen Vektorraum

7 = V..oV
Z = {z=(r(t),m(t),...,T8(t))}

— Z = V3N heifit Konfigurationsraum
— Bahnkurve: t — 2z
— Kraftfeld: V3V — V3N

e Analog zu oben:

15



— Kraftfeld ist konservativ, wenn

/ Fdz
z;, C

unabhangig vom Weg ist.
— F(2) genau dann konservativ, wenn Potential U(z) existiert, mit

F=-VU

— Ist Kraftfeld konservativ, ist die Gesamtenergie:

E=T(t)+ U(r(t), 75(t), ..., 7n(1))
erhalten.

Beispiel: Zwei-Korper-Problem

e Betrachte zwei Massenpunkte an r; und ro
Kraft hinge ab vom Abstandsbetrag |1 — 75| =7

Richtung der Kraft in Verbindungslinie
e Dann gilt mit ¥ =7 — 7%
mity = Fi(ri,r) = —f(r)
mafy = Fh(ri,m9) = f(r)
Fi(r1,re) = —Fy(rq1,re) folgt aus drittem Newtonschen Gesetz.

e (F, F,) ist ein konservatives Kraftfeld.

Uebung
In der Regel gilt:
N
Ei(7 (1), 7o(1), ., Pn () = FPNT() + Y Fi (), 75(8)
i#]

mit
o Fiéu . auBere Kraft
e F/7": innere Krifte
Impuls

e Wichtige Grosse:

N Teilchen Gesamtimpuls:

16



e Ortsvektor R des Schwerpunktes definiert durch:

Dann
P=MR, M=) m
Merke:
P ist Impuls des Systems der N Massepunkte, im Schwerpunkt zusammenge-
fafit.

e 2. Newtonsche Gesetz

Allgemeinere Formulierung, die auch Masseanderungen berticksichtigt,
z.B. Rakete, die Treibstoff verbrennt.

e Gelten Bewegungsgleichungen der Form:

. pau in
b= FM 4 ) F
i#j

so gilt wegen Fj; = —F};
>opi=P =Y F™

Merke: ” Anderung des Gesamtimpulses ist gleich Summe der dufieren Kriifte”

o Falls 3 FaU =, gilt ‘ )
P=MR=0

— Gesamtimpuls ist erhaltene Grofe

— Schwerpunkt bewegt sich geradlinig-gleichférmig
e Gilt ferner
FAM = 0
heifit das System abgeschlossen

Beispiel: Zwei-Korper-Problem revisited

e Bewegungsgleichungen
mity = Fi(ry,r) = —f(r)
mate = Fy(ry,re) = f(r)
Abgeschlossenes System

17



e Addition der Gleichungen:

m1r1+m2r2:MR:0

Losung der Bewegungsgleichung fiir Schwerpunkt:

R(t) = Ry + Vit

Damit 3 der 6 DGlIs gelost

e Fir die restlichen, Umformung, SO daf
Bewegungsgleichung fiir Relativbewegung 7 = 7, — 75 entsteht.

mit der reduzierten Masse

1 1 1 mqime
- = _|_ —_—, ,LL _ - =
I my Mo my + Mo

e Bewegungsgleichung der Relativbewegung:

pr = —f(?“);

Struktur

— Kraftzentrum im Ursprung
— EIN Teilchen mit Masse p

e Energiezerlegung:

1 . 1 . 1 2 1 -
E:§m17:§+§mlf§+U(T):Es+Erel:EMR +(§w:2+U(7‘))

o Merke:
Statt (7,7) betrachte (R, 7)

e Liegen auflere Krifte vor, gelingt die Aufspaltung in Schwerpunkts- und Rel-
ativbewegung in der Regel nicht.

Drehimpuls

e Sei 77 Ortsvektor bezogen auf Usprung O
Dann ist Drehimpuls E(t) beziiglich Ursprung O:

L(t) == 7(t) x p(t) = m#(t) x 7(t)

18



e Zeitableitung:
L(t) = mi(t) x 7(t) + mi(t) x #(t) = 7(t) x mi(t) = 7(t) x F(t) = N(©)

N (t) heiBt Drehmoment der Kraft F beziiglich Ursprung O.
e Eigenschaften:

— Drehmoment éndert Drehimpuls so wie Kraft Impuls verandert
— Drehimpuls erhalten, wenn N(t) = 0
— Das ist z.B. der Fall, wenn F(r) parallel zu 7(¢), i.e. Zentralkraftfeld

Zentralkraftfeld braucht weder rotationssymmetrisch noch zeitun-
abhangig zu sein. Erinnere, das war bei Konservativitiat anders

N Teilchen Fall

e Gesamtdrehimpuls:

Zeitliche Veranderung:

L) = > Lty = ST () x mi(t)

e Mit ) ) |
miri(t) = FRUNF) + > F . )
i#]
folgt
L(t) = Y7 x FAYR) + Y F % Fy(fi, ... )
i
2. Term:
1 & 1 X
X D Bl ) = 5 D0 By 47 x i) = 5 3% = 75) x By
i#£j 1,7=1 i,j=1

e Ist nun F}; parallel zu (7; — ), so verschwindet 2. Term und es gilt:

Lty = S #(t) x v = yau

)

In aller Regel der Fall, da Krafte entlang Verbindungslinien wirken.
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e Dann Anderng des Gesamtdrehimpulses allein durch duBere Krifte gegeben.

Abgeschlossenes System: Gesamtdrehimpuls ist erhaltene Grofie

Kommentare:

(i)

(i)

(iii)

Drehimpuls ist beziiglich Ursprung definert. Aussage fiir abgeschlossenes Sys-
tem unabhangig von Wahl des Bezugspunktes, da in Beweis nur Differenzen
auftreten.

Ursprungswechsel: Statt O nun ) mit 7y beztiglich O

EQ:Z(E_F())Xpi:Zﬁxpi_ZFOXpi:E_FOXﬁ

und

Ergibt wiederum

Fiir Y F = 0, erst recht fiir abgeschlossene Systeme gilt:

Drehimpuls ist in Bezug auf beliebiges Zentrum erhaltene Grofie

Schwerpunkts- und Relativzerlegung

Sei 7, = R +
I = me xf’i:Zmi(R—l—xi) X (R—HU@)
= RXP—}-ZmixiXR+RXZmixi+Zmi$inti

Da > m;z; =0
L=Ls+Liq=RxP+> mm x i
Analog fiir Drehmoment:

N=>rxF'=> (Rtz)xF =Y RxF'+Y z;x F=Ng+ Ny

Ls=RxP+RxP=MRxR+RxP=RxP=>» RxF' =Ng

Wegen L = Na auch Lrel = Nrel
Merke:
Abgeschlossenes System: L, L, und Lg sind erhalten

20
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(iv) Betrachte Zwei Kérper-Problem:

Lrel = M1x] X 1 + M9Ty X Ty

Wegen
o= 2= =70 M=m;+mq, 7=2T9—17
folgt:
2 2
mims MM . . . mims
L, = e e X T =urXr, erinnere p = Y

wie erwartet: L, eines Teilchens mit Masse p.

2.2 Zwei-Korper-Problem

Motiviert aus Kepler-Problem, i.e. Sonne-Erde System mit Gravitationskraft oc 1/r?
(wie sich herausstellte)

e Tycho Brahe %1546, 11601

Umfangreiche Beobachtungsstudien der Planetenbahnen

e Kepler %1571, 11630 (Assistent von Tycho Brahe, soll ihn vergiftet haben)
Ableitung von Beobachtungs-Regeln:

— Planeten bewegen sich auf Ellipsen.
— Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen
— T?/R3 = const, T Umlaufzeit, R groe Halbachse

e Newton erlaubt Herleitung/Verstéandnis der Keplerschen Gesetze

Analogie Atomphysik/Quantenmechanik
e Experimente

e Balmer, Lyman ... -Serie, Rydbergformel

1 1

I/:R(—z——2>, m=1,..., n=m+1m+2,...
m n

— Balmer fand m = 2

— Rydberg stellte allgemeine Formel auf

Lyman fand dann m =1

— Paschen, Brackett, Pfund folgten
e Quantenmechanik, Schrodinger, Heisenberg

Betrachte abgeschlossenes Zwei-Korper-System mit rotationssymmetrischem Zen-
tralkraftfeld
Was bisher geschah (fiir die Relativbewegung):
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e Bewegungsgleichung:

e Energie

e Drehimpuls:

Abgeschlossen:

Folgerungen:

° Erel ist zeitlich konstant. Lege [j,,el in z-Richtung

Folge: 7 und 7 liegen in xy-Ebene

e Betrachte Flache dF, die r in Zeitinterval dt tiberstreicht

1 1
dF = 5]7“ X 7|dt = 5]7’][7’ dt| sin(r, 7 dt)

Damit:

1
dF = —|L,o|dt
2

— Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.
— 2. Kepler Gesetz ist Folge der Drehimpulserhaltung

— Qilt fir alle Zentralkraftfelder, z.B. auch fiir harmonische Kraft
F(r)=-Dr

Berechnung der Bahnkurve

e Polarkoordinaten in zy-Ebene

T = Trcosyp

y = rsing

T = 7TCOSQY—resing

Yy = 7rsing+rocose

P == 2 (1)
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o Mit L,y = (0,0,1)

I = p(xy —yi)

= prcos@(rsin g + r¢ cos @)
—pr sin (7 cos p — r¢sin @)
= 'y
also:
N/
QD - [L’f’2

e Mit Gl. (1) folgt fiir kinetische Energie der Relativbewegung:

1 2 1 I
I T e

Unterschied ?, r klarmachen

o Fiir Gesamtenergie F = %uf? +U(r)

z 1 2 2
= —ur
ia 2412

1 .
+U(r) = §/LT2 + Ueyps(r)

mit

12

Ueff(r> = U<T) + 2MT2

QL% in Uess heifit Zentrifugalterm oder Zentrifugalbarriere.

e Wir haben nun eindimensionales Problem, siche Ende Kapitel 1.3, und erhal-
ten Erstes Integral:

= \/2/ (B — Uy (1))

T dT’ t
+ :/ dt' =t —t,
ro V2/I(E — Uesp(r'))  Jig

Ergibt:
r(t) =r(t; E,I? 1)
o(t) aus
o = o
o
(00— |



Beachte:

e Wegen p = w“+(t) kann ¢ Vorzeichen nicht wechseln, i.e Drehung immer in die

selbe Richtung

e Mit (2(0) = 2(0) = 0,79, %0, E,1) hat das Problem die erforderlichen 6 An-
fangsbedingungen

7(0), ©(0) aus

. 1 .
l=prgg(0), E= 5#7’(0)2 + Uess(ro)

Bahn r(p)

dr(p) _ drdp _dr
dt  dpdt  dp”

dr 7 =2/ (B —=Uess(r)) N2 5 o o
@ = ; = l//ﬂ“Z =+ ] r E— Ueff(’l“)

7(p) =

Damit

r 1
_ =4+ dr’ 2
==t / o S

Qualitative Diskussion
E=T+U>U, E=U wennv=>0
Annahme: [ # 0

e U.ss sei von der Form

rel

Ueff(r)

v

" min Mmax r

Eine mogliche Form von U, (r), fiir die der Abstand r bei
gegebener Energie E, zwischen r;, und r.,, liegen muB

Bei 7, und 7,4, gilt 7 = 0, aber nicht P = 0,dal#0

Bewegung
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— beschrankt auf Kreisring 7, <7 < as
— ¢ # 0. Folge: ¢ wichst monoton

— 7 oszilliert zwischen 7,,;, und 7,4

Perizentrum

Apozentrum

Typische Bahn fiir das effektive Potential

— Tmin: Perizentrum (bei Sonne Perihel, bei Erde Perigdum)

— Tmaz: Apozentrum (bei Sonne Aphel, bei Erde Apogéum)

Wichtig: Die Bahn ist nicht notwendig geschlossen

Winkel Ap von Perizentrum zum néchsten Apozentrum ist mit Gl. (2)

1

l Tmax
Ap = i—/ dr’
¥ o . 2. JE — Ueff(T’)

Damit Winkel zwischen zwei Perizentren 2Ap

Bahn nur geschlossen, wenn nAy = mm, n,m € N 2. Mi.

e Es gibt £ = E,,;,,, so dass r = const =r

Bahn ist Kreis, der gleichformig durchlaufen wird mit

e Fiir [ = 0 verschwindet Zentrifugalbarriere, auch » = 0 wird moglich
Erel §

Ueft (1)

> [

Ist der Drehimpuls /=0, so gibt es keine Zentrifugalbar-
riere. Auch r=0 ist méglich
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| =0 = 7]|F und ¢ = 0 Bewegung zentral

e Gilt U(r) — U, fir r — oo, addiere Konstante, so dass U(r) — 0 fir r — oo

Eret

Uett(r)

Graph von Ug(r) (mit /+0) fiir den Fall, daB das
eftektive Potential fiir r— oo endlich bleibt

e Zwel interessante Falle

E < 0 Bahnen beschrankt, alles wie bisher

E>0

— Tonaz = OO
— Perizentrum 7,,;, existiert noch

— Unterscheide anziehendes und abstossendes Potential

AN

Asymptote

O 'min

Asymptote

Bahn fiir ein anziehendes Potential fiir den Fall Ey>0
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Hilfslinie
Asymptote

Bahn

Tmin

Bahn fiir ein abstoBendes Potential fiir den Fall £,>0

Fir r — oo gilt
x ¢ — 0 Integral:

Y=o = L / ' dr’ !
\/ﬂ 0 T’Q\/E—Ueff(T/)
gegen endlichen Grenzwert
x Winkel zwischen Perizentrum und Asymptote:
l <, 1

Ap = —— dr
TV e B U )

x Ferner
1] = \/2/1(E = Ueys(r)) = V2 E = v
x Da ¢ — 0, kein Zentrifugalterm mehr:
1
E=T= §,uvgo

* Kommt im Detail in Kapitel 3.2 Streuung

Lessons learnt:
e In abgeschlossenen Mehr-Korper-Systemen gilt

— Aufspaltung: Schwerpunkts- und Relativbewegungsgleichung

— Aufspaltung: Schwerpunkts- und Relativenergie

— Gesamtdrehimpuls ist erhaltene Grofle, unabhéngig vom Bezugspunkt
— Aufspaltung Schwerpunkts- und Relativdrehimpuls/drehmoment

— Schwerpunkt- und Relativanteil Drehimpuls einzeln erhalten
e Zwei-Korper-Problem

— 2. Keplersche Gesetz folgt aus Drehimpulserhaltung
— Drehimpuls fithrt zu effektivem Potential mit Zentrifugalbarriere

— Im allgemeinen sind die Bahnen des Zwei-Korper-Problems nicht
geschlossen
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3 3. Woche: Newtonsche Mechanik: Kepler-
Problem & Streuung

3.1 Kepler Problem

Kepler-Problem: Bestimmung von Bahnen fiir Zwei-Korper-Problem mit Potential

K
Ulr)=——
Fiir kK = ymymsy: Gravitationspotential.
K 12
Uep(r) = ——+
pi(r) = — 27
Minimalwert von U,y (r):
d K [?
S U () = = — -0
d 5(7) 72 213
l2
Tminimum = —
K
K 12 uk?  uk? k2
Ue min = ——5 T = - + = T 59
e 2T oLy 2 22 e
UK UK

Initiale Losung durch Newton
Herleitung der Keplerschen Gesetze aus dem postulierten Gravitationsgesetz

e 1. Kepler Gesetz

e Mit Gl. (2)
1

vl
= dr’
4 V21, r’Q\/E+f<;/r’—l2/2ur’2

e Variablensubstitution:

r'=1/s, s=1/r ds/dr’ = —1/r" —dr' 7" = ds

1
= — ds
i /1/r V2uE 1+ 2urks /12 — s
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Analytisch lésbar (B-integrable):

z—b
= —arccos

1
dx
Ve + 2bx — 22 Vb2 +c

1 - 2
Y — @y = arccos r— pnft
VIR + 2uE 12
[2 1/r) =1
s

" VAt CPE )

Das ist ¢(r) fir das Kepler-Problem

e Zur Vereinfachung fiihre ein:

p = ZQ/MK T'minimum (3)

€ = \1+22E/ux? Exzentrizitét

(/T 1)
Y — Yo = arccos
€

Folgt

oder
ecos(p — p) = = — 1
r

oder mit ¢y =0

p

r=-—-————
1+ e€ecosyp

Polargleichung fiir Kegelschnitt, Frage: Ist das bekannt ? If not, Uebung

—e<1,dh. E <0: Ellipse
— e¢=1,d.h. £ =0: Parabel
—€e¢>1,d.h. £ > 0: Hyperbel

e Fir £/ < 0 wie vom Zwei-Korper-Problem erwartet eine gebundene Bewegung,
hier fiir U(r) o< 1/r aber geschlossene Bahnkurve.

Fallunterscheidungen
(i) e < 1, E < 0, gebundene Bewegung

r oszilliert zwischen

und
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1N

P
Can 3

Tmax Tmi

Bahn eines Teilchens im Kepler-Problem fiir E<0. Die
Bahn ist eine Ellipse mit den Halbachsen a und &

Grofie Halbachse:

p p 2p
20 = Tmin + Tmaz = + =
l1+e 1—€¢ 1—¢2

Ergo:

p 2) i K
a = = K — g
1—e M\ Topr) T oE

Kleine Halbachse:

Wegen:
) a2 - b2
€ =
a2
2 2°FE 12
Insgesamt:

e Das 1. Keplersche Gesetz: Planeten beschreiben Ellipsenbahn, in einem Bren-
npunkt steht die Sonne.

e Grofle und kleine Hauptachse hangen von Energie und Drehimpuls ab

e These der geschlossenen Bahnen macht Newtonsche Theorie zu einer guten, da
dies einerseits eine Nullmenge in der Menge aller Moglichen ist, andererseits
gut empirisch testbar.

Exentrizitaten der Planeten:
e Merkur € = 0.206, aber schwer zu sehen
e FErde e =0.017

e Mars ¢ = 0.093, an ihm entdeckt
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3. Kepler Gesetz:

1
dF = —|L|dt
2
Flache pro Periode: Ellipse mit
1
F=mab=—IT
24
Mit Gl. (3, 4)
2 2
T = %ab = %a pa
2 [
= %ag/zm =27 M/lia3/2
Fiir Gravitation:
T2 — Ay o = Am? a3
Ymams v(mi + mo)

Sonnenmasse, say, m; < Planetenmasse, say, my

T2 — 47T2 CL3

q.e.d

Von Kepler III zu Gravitationsgesetz:
e Kepler III umformuliert:

r3/T? = const, w=2n/T, r°w? = const, rw? = const 1/r?

e Nehme Kreisbahn an
Aus

7(t) = rey coswt + reg sin wt

folgt
(t) = —w?(t)

e Zusammen: )
F = mr(t) oc —w?7(t) oc 1/1?

(ii) e = 1, £ = 0, Streuung

Parabel, interessanter Grenzfall

(iii) e > 1, £ > 0, Streuung

Hyperbeln
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e Einschrankung der Winkel

— r=p/(1+ecosp) >0 immer positiv

— (1 + ecos @) kann positiv und negativ sein

l2
p=— positiv oder negativ, je nach Vorzeichen von
UK
Schrankt mogliche Winkel ¢ ein
e x > 0, anziehende Kraft
— Perizentrum: r = r;, = p/(1+¢€), ¢ =0
— Asymptote: 1+ ecosps =0, |pa] > 7/2

X
Asymptote

Bahn eines Teilchens im Kepler-Problem (anziehendes
Potential) fiir E>0

e x < 0, abstoflende Kraft

— 14+ ecosp <0,
Asymptote
Ailfslinie
)
~
e i
<——Tmin—>]

Hyperbel

Bahn eines Teilchens im Kepler-Problem (abstoBendes
Potential) fiir E>0

e Streuung, siehe nachstes Unterkapitel
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Lenz-Runge Vektor

e Beim Potential
U(r)=—kr/r

sind Bahnen geschlossen.
o Legt weitere Erhaltungsgrofie nahe, z.B. Vektor vom Zentrum zum Perizen-

trum

e Betrachte Bewegungsgleichung, Drehimpuls

—

u%—l—m%z@, L=ufxr
r
e Zur Vereinfachung
= L
==, ==
M H
e Ergibt:
F+p—=0, C=ixr
r

.7 . d .
0 = Fx(?+ﬁ§;xCP:E#FXCU+~%Fx(TXT)

d o =~ /B — = -9

= %(TXC)+ﬁ[r(rr)—rﬂ
d (-, = d

= % TXC_B; 5

da : .

ar_r_ T <E>_%:1@
dtr r r3’ v/ w2

denn aus 72 = r? folgt: 77 = r7, zu Hause ausrechnen

e Ergo:

Z:?xé—ﬁ

=3y

ist zeitlich konstant.
— Da A konstant, kann A auch im Perizentrum bestimmt werden.

— Dort liegen 7x C und g in Richtung des Perizentrums.
— Also zeigt A immer in Richtung Perizentrum.

e Konstanz des Lenz-Runge Vektors ist nur fiir 1/r Potential gegeben.
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Beobachtete Periheldrehung des Merkur: 573 Bogensekunden pro Jahrhundert
e 530 7: Einflul der anderen Planeten
e 43 7: Effekte der Allgemeinen Relativitatstheorie

ART: 1/r Potential ist nur eine Naherung, 1/r?-Beitrag reicht fiir Periheldrehung

Leseempfehlung:
D.L. Goodstein, J.G. Goodstein: Feynmans verschollene Vorlesung
Die Bewegung der Planeten um die Sonne. Piper, 2002

3.2 Streuung

subsubsectionSchwerpunkt- und Laborsystem

e In der Regel ruht ein Teilchen (Target) Laborsystem

e Aber Rechnungen im Schwerpunktsystem einfacher

(a) Das Projektil 1 kommt (b) Derselbe Streuprozess im Schwer-
aus dem Unendlichen und streut an punk[system der Teilchen 1 und 2 an-
dem urspriinglich ruhenden Target 2, geschaut. Die Unterscheidung Projektil
das hierdurch in Bewegung gesetzt wird. ynd Target verschwindet

e Stofiparameter b

Legt Drehimpuls fest L = b x Pt = —o0) =bp
Annahme: Elastischer Stoss, innerer Zustand andert sich nicht

Nomenklatur:
e Laborsystem: pg; vor, p}, nach dem Stoss
e Schwerpunktsystem: pg; = —pga = pg vor, plg; = —plyy = p's nach dem Stoss
e Impuls des Schwerpunkts: P

Energieerhaltung

P _ pll?l + pll?l
2m1 2m1 2m2
Impulserhaltung:
pr1 = Dy + Pra

Zerlegung in Schwerpunkts- und Relativbewegung:
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e Vor dem Stoss:

m
pi = —P+pg M =my +my
M
m
P2 = MZP —ps =0
also: u
P=""ps pu=P
ma
e Nach dem Stoss
ma mq
P = MP‘prsq = Eps + P
ma
plL2 = Mp_pg‘l :Ps—pls

Erhaltung der kinetischen Energie der Relativbewegung:

Ips| = |ps| =: ps

Seien O und O©g die Streuwinkel

Mit pi, = 2ps + pls und pri = 5-ps

Einerseits

M mq M mi
/ 2 / 2
e E— + e _ C039
PriPr1 Mo (mzps pSPS) m Ps ( S)

2 ma
Andererseits:
praPry = |prallppilcosfr = %pg %Ps +pfg cos 0,
= n%p?\/l + 22—: cos g + (%)2 cosfy,
e Damit:

2
cosb = (% —|—cos€S> /\/1 —|—2% cosflg + (%)
2 ) 2

o Aufgelost:

sin (95

tanf; =
L my/mgy + cos g
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L e ;_’_\Q, ________

e o

b o r_ _.“\_:‘:2‘::_-...,, e
msy

Kinematik eines Streupro-
zesses mit zwei Teilchen, im Labor-
system betrachtet. Das Teilchen mit
Masse m> ruht vor dem Stof3

e Man kann leicht zeigen:

e Spezialfille:

— Projektilmasse m; < Targetmasse mso, dann g = 6,
— M1 = Ma. HL:95/27 6L+(I):7T/2

3.2.1 Rutherford-Streuung

0

e 2

Stofl-
parameter

Bahnen der
Teilchen im Schwerpunkt-
system

Kepler-Problem der Streuung

_ I qige
dmeg 1

U(r)

Vom Kepler-Problem: Im Schwerpunkt-System!: Hyperbeln mit

p

r=_—
1+ ecosyp

mit

p = I/ur
€ = 1+22E/ux?

'Fiir Umrechnung in Labor-System, siehe vorherigen Abschnitt
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mit

1+ e€ecosp; =0
¥y
-9,
bf NG
A9
Y- J,/

Der Streuwinkel 0 ist durch die Ablenkung der Relativ-
geschwindigkeit bestimmt. Esist ®=n—@,=¢, —mtund 2&+6=n

Es gilt
T—pa=p1—m=27
Weiterhin
p1— @y = mw—10, also mit
Y1 —T = T— auch
T—@s = py—0 oder
T+
P2 = 5
Damit:
1 T+ 0 :
——:COS()OQZCOS< > = —sinf/2
€ 2
1
sinf/2 =
1+ 22E/ux?
Mit Identitat )
sinf/2 =

1+ cot?6/2

cot?0/2 = 2°E [ uk?

5 = L 2 = —1
Voo = |r(t = —OO)’ = |’f’(t = OO)‘, [ = ,Ub|voo|a E = 5/1/1}00’ tan9/2 - cot? 9/2
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Abhangigkeit des Streuwinkels # von Stossparameter b

tan /2 = il

pv2.b

Bemerkung;:
e Je kleiner b, desto grofler 6, b — 0 folgt § — 7. Drehimpuls verschwindet.

e Zentraler Stoss mit 7,

1
E = §/L'U2+U(T')

Vor dem Stoss: E = 12
Am Umkehrpunkt: F = U(rmin) = —K/Tmin

e Ergo

2| |

T'min =

2
pvd,

Gelangt r,,;, in Bereich der Radien der Ladungstrager, so wird es Abweichun-
gen von Streuformel geben, da nicht mehr als Punktteilchen behandelbar.

Anwendung:

— Teilchen 1 a-Teilchen mit v = 1.6110° cm/s
— Teilchen 2 Kupferkern

— 7pin =1.5510712 cm

— Experimenteller Befund: Streuformel gilt

— Ergo Atomkerne kleiner als 10712 cm

— Widerlegung des Thompsonschen ” Rosinenkuchen-Modells”
3. Mi.

3.2.2 Streuquerschnitt

Experimentelles Setting:

e Strahl mit bestimmten Durchmesser wird auf Streuzentrum geschossen
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Darstellung der Trajektorien von Teilchen mit benach-
bartem b und ¢

e Durch Messung der Ablenkung in Streuwinkelbereich (6,6 + df) und Az-
imutwinkelbereich (¢, ¢ + dp) Riickschluss auf Potential

o Gemessene Grofle: Pro Zeiteinheit in Raumwinkelelement d€) = sinfdfdy
gestreute Teilchen

e Zentraler experimenteller Zugang in Teilchenphysik

e Lerne aus "lange vor” und ”lange nach” dem Streuprozess, was im mirkoskopis-
chem passiert.

e Zu jedem 6 gehort ein b

e Teilchen, die in df2 landen, kommen aus Flachenelement

do = —bdbdp, b= b(0)

do, resp. g—g heifit differentieller Wirkungs-/streuquerschnitt

Beispiel: Rutherford Streuung

e Coulomb-Potential

_ |K|cot0/2

2
[0S

e Folglich:
K 1

db = —
2uv2, sin?(0/2)

do
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do = —bdbdy

2

1 2

_ K ! CF)SQ/ i dip
pvk ) 2sin”6/2sinf/2

sin 6

mit sin2x = 2sinzcosx, = =10/2, (308!9/2:28T9/2

2
K 1 .
= </w§o> Tsn0/2 sin € df dy

B £\ 1 40
— \ 2w ) sin'6/2

Differentieller Wirkungs-/Streuquerschnitt:

° do £\ 1
dQ  \2uw2 ) sin*6/2

Totaler Wirkungs-/Streuquerschnitt:

do
ot = | ==dQ
Otot / a0
Bedeutung: Eingangsflache, die alle Teilchen durchqueren, die iiberhaupt gestreut
werden.

Hier: )
™ ™ do_ T 1
Otot = sinf dé d —~27r/ dfsinf——— =
! /cp:0 /e:o 0 0 sin*(6/2)
Interpretation:

e Will man Querschnitt des einfallenden Strahls so gross machen, dass auch
Streuwinkel § = 0 auftritt, so ist Querschnitt co

e Coulomb-Potential ist langreichweitig. Im Gegensatz zu schwacher und starker
Kernkraft.

In der Regel: Target viele Teilchen. Wenn
e Target klein gegen Strahldurchmesser
e Teilchen nicht zu dicht gepackt

nur Erhohung der Intensitat

Uebung: Streuquerschnitt von Kugel
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Lessons learnt:

Kepler Gesetze lassen sich durch Newtonsche Mechanik verstehen

Fiir Gravitationspotential sind Bahnen des Zwei-Korper-Problems geschlossen.

Lenz-Runge-Vektor als zusatzliche Erhaltungsgrofie

Streuquerschnitt fiir 1/7-Potential ~ 1/sin*(6/2)

Totaler Streuquerschitt bei 1/r unendlich wegen Langreichweitigkeit

4 4. Woche: Newtonsche Mechanik: Lineare
Schwingungen

Linearisierung :

e Allgemeine Krafte um eine Gleichgewichtslage lassen sich Taylor-entwickeln

F(z) = —ax — bx® —ca® — ...

Entspricht fiir Potential
U(x) Etsar® + Sbad 4 leat 1
x) = const + —ax” + —bx® + —cx” + ...
2 3 4

Oft: Abbruch nach linearem Term sinnvoll.

Ergibt lineare, oder besser linearisierte Bewegungsgleichungen

Wichtig: Bei linearen Systemen gilt Superpositionsprinzip:

Mit Losungen x1(t), xo(t) ist auch axy(t) + bro(t) Losung

4.1 Eindimensionale Systeme

4.1.1 Harmonischer Oszillator

e mi*’¢p = —mglsin p = —mygl (go — %@3 + égp5 +.. )

41



e Linearisierung:

mli*p = —mgley, $= —%90
Ansatz:

o(t) = ™' = coswt + isinwt, folgt: w? = % w=+=

e Allgemeine Losung: ' ‘
o(t) = Re{A1e™" + Age ™'}

DGI 2. Ordnung: Zwei Anfangsbedingungen: ¢(0) = a, ¢(0) = 8
C,O(O) = Re{A1 —+ AQ} =
©(0) = ReliwA; —iwAs} =0

Mégliche Losung: A; = «, Ay = iff/w

: / B2 B
o(t) = acoswt+(f/w)sinwt = C cos(wt—6), C=14/a®+ L tand = o

4.1.2 Homogenes gedampftes lineares System

e Betrachte:
E(t) 4 2p2(t) + wiz(t) =0, p,wi >0 (5)

Harmonischer Oszillator mit Reibungskraft —2px

. d (1, 1
E = E (51’2 + 5&)3%’2)

= (% +wiz) = —2pi?

Macht Sinn.

e Zur Losung Komplexifizierung

— Betrachte Gl. (5) fiir komplexwertige x(t)
— Es gilt Superpositionsprinzip:
Mit Losungen x1(t) und xo(t) ist auch z(t) = az;(t) + Sx2(t) Losung

— Da p,w? € R ist auch komplex konjugierte z(t)* Losung

— "Re-Reellisierung”:
u(t) = Re(x(t)) = %($(t) + x(t)*) ist reelle Losung.

e Exponentialansatz:

z(t) = e, recC

— Bestimme A so, dass Gl. (5) erfiillt wird.
Eingesetzt, ergibt:

N 4200 +wi =0
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— Ansatz fithrt zur (allgemeinen) Losung?, wenn A Nullstelle des Polynoms

ist:
Alp = —p* \/P2 — s

— Drei Falle moglich, jeweils ZEICHNUNG:

* p? > wd: Starke Dampfung, zwei reelle Nullstellen

z(t) = e PHae® +be™®), @ =/p* —w}

t

e

* p? < ws: Schwache Dampfung, zwei komplex konjugierte Nullstellen
Allgemeine komplexe Losung:

w(t) = e P (ae™ 4+ Be ™), w= /w2 — p

Reell:

gl /ﬂ\ e

* p? = w?: Aperiodischer Grenzfall
Exponentialansatz liefert nur eine Losung.
Allgemeine Losung:

z(t) = e "(a + Bt)

Xo

4. Mo.

2 Ansitze miissen nicht zu Losungen fithren. Fiir "allgemein” siehe aperiodischer Grenzfall. Fiir
iiberhaupt teste z(t) = at?
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4.1.3 Harmonisch getriebenes gedampftes lineares System

e Betrachte harmonisch getriebenes lineares System:

i+ 2pi + wir = focoswt (6)
eine inhomogene Differentialgleichung

Formal:

d> d
Lz(t) = f(t), L : linearer Differentialoperator mit L = (— + 2'0E + w%)

dt?
(7)
Linearitat erklaren

e Satz:

Wenn z,(t) Losung von Gl. (7), so ist jede weitere Losung x,(t) von der Form

xp(t) = zo(t) + u(t)

wobei u(t) die homogene Gleichung Lu = 0 16st.
e Beweis:
— Fiir z(¢) gilt:
(1) = a(t)+(2p() —7a(t)) und L(zp(t)—2a(t)) = Lay(t)—Laa(t) = f—f =0

(xp(t) — x4(t)) 16st also homogene Gleichung.

— Umgekehrt ist mit
Lu=0und Lz,(t) = f

auch L(z,(t) +u) = f.
— q.e.d.

e Merke: Inhomogenes Problem ist vollstandig gelost, wenn allgemeine Losung
des homogenen Problems und eine einzige Losung des inhomogenen Problems
bekannt ist.

Die Losung

e Komplexifizierung:
&+ 200 + wiw = foe™!
e Exponentialansatz:

x(t) = Ae™", A : komplexe Amplitude
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e Dingesetzt:

A(—w? + 2i 2) = A= L
(—w* + 2ipw + w§) = fo, O~ 1 Zipw

Ergibt eine Losung des inhomogenen Systems

fO jwt
alt) = ; "
Ta(t) w%—w2+22pwe

e Allgemeine Losung durch Addition der allgemeinen Losung des homogenen
Systems, GL. (5).

Da diese aber stets mit ¢ — oo abklingen, strebt jede Losung gegen die spezielle
Zat)

e System ”vergifit” Anfangsbedingungen im Einschwingvorgang

e Schreibe
A =|A|e?

ergibt reelle Losung von Gl. (6)

z(t) = Re(x,(t)) = |A] cos(wt + 0)

mit )
f 2pw
AP = 2 _ 2(2) 42002 tand = — 2
(7 — R + A P
— T
i (G) -5
o P
« n/2
i h
n I
]
N // \\
/ () \
I/, 0 \\\
— L 1 1 =
W

Amplitudenquadrat |4 und Phase

— & in Abhingigkeit von w. Die durchgezogene
Kurve gilt fiir das exakte Resultat (6.5.4), die
gestrichelte Kurve fiir die Naherung fiir schwa-
che Dampfung (6.5.5)

e Interpreation
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— |AJ]? hat Maximum bei w? = w2 — 2p?
Resonanz
Maximum um so scharfer je kleiner Dampfung p
— €0, -]
Erschwungene Schwinung hinkt dem &ufleren Antrieb nach.
Fiir w — 0 folgt 6 — 0, fiir w — oo folgt 6 — —7

Phasensprung scharfer, wenn Dampfung kleiner

4.2 Der allgemeine harmonische Fall
e Allgemeinen Fall jeweils an

1 1
ma + Dx = 0, E = émx'2+§Dx2

motivieren

e Bewegungsgleichung
D (M + Kijz;) =0

J

(b)
% %

Gekoppelte Pendel (a) und ihre Fundamentalschwingun-
gen (b)

e Bewegungsgleichungen

. D
p1+ %801 +—(p1—p2) =0
m

D

¢2+%902+—(902—901) =0
m

Matrixformulierung;:

d_2 1) 7 +D% _%D Y1) g
dt? \ 2 - Tt ¥2
e Massenmatrix M mit M;; = Mj;,

Z M;;a;a; >0,  fur Z a? # 0, man denke an Geschwindigkeiten
ij i

da kinetische Energie > 0, wenn nicht alle Geschwindigkeiten verschwinden

M;; ist positiv definit
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e Kopplungsmatrix K mit K;; = Kj;

Z Kija;a; >0,  fiir Z a? # 0, man denke an Auslenkungen
ij i

gilt, wenn 2° stabile Ruhelage, i.e. Minimum von Potential ist.

An Badewanne erlautern.

e AbD jetzt alle Indices unterdriickt, i.e. M, K € R™", x,y € R"

Mi+ Kz =0 (8)
e Symmetrie, selbstadjungiert:

y-(Mzx) = (My)-z, y(Kz)=(Ky)ux, -+ Skalarprodukt : z-y = szyz

Losung:
e Komplexifizierung

wie gehabt

e Exponentialansatz

Ansatz: .
x(t) =ve™, x,0€C"

Bestimme v und w, so dass x(t) Losung von GI. (8)

e Eingesetzt, ein Eigenwert-Problem:

(K —w’M)v =0, M1'Kv=uw?v

Nichttriviale Losung v # 0, nur wenn (K — w?M) nicht injektiv, also

det(K — w?M) =0 Bedingungsgleichung fiir w

— Sédkulargleichung: Taucht auf fiir Langzeit- ("sdkular”) Verhalten der
Planeten bei Storungen durch die anderen auf, siche Kapitel 12.4.

— n-ter Ordnung in w?

— Mogliche Werte von w miissen Nullstellen von det(K — w?M) = 0 sein

(K —w:M)v, =0 Bedingungsgleichung fiir v,

Seien w?, a = 1,...,n die Nullstellen und v* die entsprechenden Eigenvektoren mit
(K —w:M)v, =0
Es gilt
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(i) w? ist reell

(i) Wenn z*Kx > 0 Vz, dann w? > 0
Wenn z*Kz > 0 Vx # 0, also z, stabiles Minimum, gilt w? > 0

x
We ist also reell und damit z(t) = v,e™=! beschrinkt.
(iii) Eigenvektoren v, kénnen reell gewéhlt werden.

(iv) Die reellen Eigenvektoren v,, a = 1,...,n sind linear unabhéngig und bilden
Basis des R™

Beweis:

(i) Aus
Kvg = w:Muv, folgt v - Kvg = w20’ - Mo,

Wegen Symmetrie und Reellwertigkeit von M und K sind beide Seiten reell.

v Kv=Kv-v"=v-Kv" = (v Kv)*
Da M positiv definit, kann man auflosen:

*
v Ku,

wh = 24— w2 reell
viMuv,

(ii) Gilt z*Kz > 0, so folgt w? > 0 und beschrankte Losung

o(t) = vae™!

(iii) Da M, K, w? reell, folgt aus
(K —w’>M)v, =0
[(K —w2M)v,]” = (K —w2M)v; =0

Also Re(vy) und I'm(v,) Eigenvektoren, die nicht gleichzeitig verschwinden
konnen

(iv) Fiir reelle Eigenvektoren vy, vs:

Vo - Kvg = w%va - Mg
Vo - Kvg = Kuvg-vg =w2Mu, - v = wv, - Mug
Damit:
2 2 _
(w; — ws)vaMuvg =0
und somit

vaMuvg =0, fiir wl # wj

Annahme: Es gelte w? # wé. Beweis auch ohne wahr, aber aufwendiger

Wihle &,, so dass

igava =0
a=1
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Es folgt

vg - M [ifava] = 0= iﬁavﬁ - Mwv,
a=1 a=1

= &pup - Mug
Also & =0 Vp
Damit sind v, a = 1,...,n linear unabhangig.
Bilden Basis, da ihre Anzahl =n
Beweis Ende 4. Mi.
e Normierung v,
UaM Vg = (Saﬁ (9)

e Die Losungen
twat

To(t) = Une

heiflen Eigenschwingungen, w, heiflen Eigenfrequenzen des Systems

Harmonische Schwingungen mit konstanten Verhéltnissen der einzelnen
Auslenkungen

e Die allgemeine Losung :

Z(t) = Z U (age™>t + bye ™ et)

a=1

aq und b, durch Anfangsbedingungen gegeben

e Normalkoordinaten

Fiihre neue Koordinaten @, (t) ein.

T(t) = Y Qa(t)a (10)
a=1
Damit gilt:

Qa(t) = v4 - Mx(t) (11)

Aus Bewegungsgleichung
Mi+ Kx=0

folgt fir v, a=1,...,n:

VoM 4+ v, Kx =0
Qa + Kv,z =0
Qa —l—wi]\/[vax =0
Qa +wivaM:B =0
Qa +W3Qa =0
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Qu(t) +W2Qu(t) =0 a=1,.

)

Bewegungsgleichungen entkoppeln

e Existiert a mit w, = 0, i.e. v, Kv, = 0 so folgt

Qa(t) =0

als lineare Bewegung fiir diese Normalkoordinate

4.3 Zwei Beispiele

4.3.1 Zwei gekoppelte Pendel fiir kleine Amplituden

e Bewegungsgleichungen

. D

$1+ %901 +— (1= 2) =0
m

. D

G + %802 + —(p2— 1) =0
m

Matrixformulierung, Massenmatrix M: Einheitsmatrix

d_2 #1 + % + % _% Y1) 0
dt? \ 2 —% I+ % P2
e Exponentialansatz

e Ergibt Eigenwertgleichung:

+ 2w -2 vt _0
gt ) e )

~I<

e Sakulargleichung

(@R
2
N
~[Q
+
l 3o
SIS
S
(Y]
~[Q
+
3o |
T
€
[\&]
N———
|
€
N
|
l b
€
(Y]
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IS
+
|
N————
+
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+
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mit Losungen

e Eigenvektoren:

— zu wi:
— zu wi:

e 2 Eigenschwingungen:

= 801 1 1 w1t
xr1 = = —= e
=(2)-500)

Pendel schwingen gleichsinnig: @1 = @9

- ®1 :i 1 iwat
w(2)-w (4 )

Pendel schwingen gegensinnig: ¢; = —s
(b)
2 %

e Normalkoordinaten mit Gl. (11):

Q1 = p1+ ¥
Q2 = p1— 2

Zusammenhang mit Eigenschwingungen offensichtlich da M o< d;;

e Allgemeine Losung im Reellen

( o1 ) 0 — ( a cos(wit + b) + beos(wat + ¢3) )

2 acos(wit + ph) — beos(wat + ¢2)

(a, b, ¢, pp) durch Anfangsbedingungen (1(0), ¢1(0), ¢2(0), $2(0)) gegeben.

51



4.3.2 Lineares dreiatomiges Molekiil

e Mittleres Atom an x, mit Masse M, duflere Atome x1, x5 mit Masse: m

s

Das lineare dreiatomige Molekiil

e Bemerkung: Feskorperphysik

e Gleichgewichtsabstinde: 29 — 21 =23 — 29 = b

Annahme: Nur lineare ndchste Nachbar-Wechselwirkung

e Damit fiir Auslenkungen aus Gleichgewichtslage

m 0 0
0 0 m

K —-K 0

0 —-K K

Sakulargleichung
K —w?m -K 0
det(K — w?M) = -K  2K-WwM -K =
0 —-K K —wm

(K —mw?®)*(2K — Mw?) — 2K*(K — mw?) =0

K(2m+ M)

K — mwdw? [ w? —
( mw?)w (w —

)mM:O

Damit

e Eigenvektoren

—zuw; =0

Der degenerierte Fall. Lineare Bewegung des gesamten Systems

K —-K 0 vl
~K 2K -K v? | =0
0 -K K v?
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1_,2_ .3 _
v =0] =V =a

Normierungsbedingnung Gl. (9)

vyMv, =1= ZMZ‘J‘U&){ = (2m + M)ad?
ij

—zuwy = K/M
0 -K 0 vs
—K 2K —-KM/m —-K vs | =0
0 -K 0 v3
vs =0, vy=—0j
D O
b=——| 0
2m -1
—mw; =K (L + %)
| M/2m
Us

= -1
VM(1+ M/2m) M /2m
Interpretation der ”Eigenschwingungen”:

v1: Geradlinig-gleichformige Bewegung des gesamten Molekiils
vy: M in Ruhe, Atome 1 und 3 schwingen in Gegenphase

vz:  * Atome 1 und 2 schwingen gleichphasig
x Atom 2 gegenphasig

x aber so, dafl Gesamtmolekiil ruht

e Allgemeine Losung: Uberlagerung der Eigenschwingungen je nach Anfangsbe-

dingungen

Berechnung Normalkoordinaten als Uebung

Lessons learnt:

e Um Gleichgewichtspunkte linearisierte Bewegungsgleichungen

Schwingungen

e Harmonisch getriebene gedampfte lineare Systeme zeigen Resonanz

zeigen

e Mehr-Korper-Systeme: Orthogonale Eigenschwingungen mit Eigenfrequenzen

e Normalkoordinaten entkoppeln die Bewegungsgleichungen
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5 5. Woche: Newtonsche Mechanik: Fur Ge-
niefler

5.1 Mechanische Ahnlichkeit

e Sei x(t) eine Losung der Bewegungsgleichung
mi+ VU(r) =0 (12)

e Nun:

— Andere m um Faktor v >0
— Andere U um Faktor 6 > 0

und betrachte Losungen von

ymi 4+ o0VU(r) =0 (13)

Suche Losungen X (t), die zu x(t) geometrisch dhnlich sind:

X(t) = a 2(t/8)

— «a: Streckung der Bahn
— [: Streckung der Zeit

Betrachte zunachst o = 1, i.e. unterschiedliche Durchlaufzeiten

Damit X (t) Gl. (13) 16st, muss gelten:
ymX + 6VU(X(t)) =0

oder

(v/B8%)mi(t/B) + VU (x(t/B)) = 0
Da z(t) Gl (12) erfiillt, gilt

T _ ]2
ERLE I

Folgerungen:

e Erhoht sich Masse um Faktor v & bleibt Potential unveréndert, so verlangsamt
sich Bewegung um /7y

e Vergrofiert man Potential um 4, so lauft Bewegung um /8 schneller ab.

Fiir Fall o # 1 betrachte Potentiale U, die homogene Funktionen sind.
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e Fiir homogene Funktionen f(x) vom Grade k gilt allgemein:

Fx) = N f(x)

e Aus
Ular) = o*U(r)
folgt
VU(ar) =V(U(ar))a und Vo*U(r) = o*VU(r)
e Somit:

V(U(ar)) =" 'VU(r)
Nun 16st X (¢) Gl. (13), wenn (ein o vom 1. Term)

T ¢ k-2
@—50&

Betrachte v = § = 1: Ahnliche Losungen der selben Bewegungsgleichung.

62 — a2—k

Beispiele:
e Harmonischer Oszillator
Ur)xr?k=2=3=1

Interpretation § = 1: Beim Harmonischen Oszillator ist die Schwingungsdauer
unabhangig von der Amplitude

e Keplerproblem
Ur)yxr L k=—-1= 3 =0a"

Interpretation 5% = o?: Fast Kepler III
5. Mo.

5.2 Virialsatz

e Virialsatz: Aussagen iiber Mittelwerte von kinetischer und potentieller Energie
fiir Mehr-Korper-Probleme

e Definition: Zeitlicher Mittelwert einer beschrankten Funktion f(t):

95



Betrachte:
2T = Zmih‘f“i = me'
= <% Zpiri) — Z TiDi
= <%me) + Zﬁvz’U

Bilde zeitliche Mittel

oT Hm%/ dt@Zpln—i—hm—/ dt'y VU

— tlim Q—thlm t+ZnVU

I
E
| =

Ist > pir; beschrankt fiir alle Zeiten, so folgt der Virialsatz:

2T =) rViU (14)
e > r;V,;U heiit Virial des Potentials U.
e Annahme: U(ry,79,...,7xN) sei homogen vom Grade k:

Ulary,ary, ...,ary) = akU(rl,rg, ce s TN)

Differentiere nach a:

a—U(aﬁ,arg,...,arN) = ia "U(ry,ro, .. TN)
o)
0 oU Oar; oUu
LHS: a—aU(&ﬁ,Oﬂ’z,---,Oﬂ’N) = Z Jar. da : 877"1-”
0
RHS: %O./kU(Tl,TQ,...,TN) = kak_lU(rl,rg,...,rN)
ou
ergo: Z o = koYU (ry,rg, ..., 7N)
e Setze a =1 (typischer Trick)
> ViU = kU (15)

Eulersche Gleichung fiir homogene Funktionen.

Leonhard Euler % 1701 { 1783

Beispiele:
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e Newtonsche Gravitation, Coulomb

K
U = - k=-1
0 = =,
VU = _%f
r2r
Ergo:
VU = ——=-U
r
e Harmonischer Oszillator:
1
Ulr) = §DFQ, k=2

Es folgt aus Gl. (14,15):

oT = kU

Wegen:

gilt fiir k # —2

Fall £ = —2:
Erster Blick: 27 = —2U, also nur E = 0 erlaubt
Trifft aber nicht zum, da Vorraussetzungen nicht erfiillt:

o Abstoflendes Potential:

— Bahnen nicht gebunden

— >~ pir; nicht beschrankt
e Anziehendes Potential:

— T, U unbeschriankt, siehe letzte Ubung

Anwendungen:
e Harmonischer Oszillator: k = 2

| _ 1
U=-E, T=-F
2 2

Gilt in guter Naherung auch z.B. fiir Atomschwingungen in Kristallen.

e Newtonsches Gravitationsgesetz: k = —1

U =2F, T=-F
Beachte: E < 0, sonst Y p;r; nicht beschrinkt
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5.3 Scheinkrafte

e Sei S Intertialsystem

e Sei S’ System, das mit Winkelgeschwindigkeit w = || um Richtung &= Jw
rotiert.

S’ kein Inertialsystem

e Umrechnung fiir Vektor 2(¢) am Orte 7(t)

Z=z—wxr

e Betrachte Geschwindigkeit
d’ d d d’

r=—r—wxr, —r=-—r-+wxXr

dt  dt dt — dt

/
vV=0v—wXTr,

Betrachte 7(t) = v:
ez dt \dt dt
d (d d
= a <£r+w ><7"> + w X <£r+w xr)
d/2 d/

= @frJrwa%r—kwx(wxr)

Falls w zeitabhangig, zusatzlicher Term: w x r, Uebung

e Da S Intertialsystem, gilt
d2
m—sr =F

dt?
Eingesetzt, ergibt fiir Beschleunigung in S’

12 U

m@r:F—QmwxEr—mwx(wxr)

Massenpunkt in S’ erfahrt aufler ”wahrer” Kraft F' noch die Scheinkréfte

— Coriolis-Kraft: —2mw x v’

— Zentrifugal-Kraft: —mw x (w x r)
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Coriolis-Kraft

Héngt von Geschwindigkeit in S’ ab

Beispiel: Rotierende Erde
e Tangentiale Bewegung:

— Nur w, wirksam

— Rechtsabweichung auf Nordhalbkugel

— Linksabweichung auf Siidhalbkugel

— Drehrichtung von Hoch- und Tiefdrucksystemen

— Bsp: Tiefdrucksystem

e Vertikale Bewegung:

Ausfuehren oder als Uebung

Lessons learnt:
e Homogenitatseigenschaften des Potentials :

— Mechanische Ahnlichkeit: Raumzeitliche Skalierungen

— Virialsatz: Mittelwerte der kinetischen und potentiellen Energie

e Nichtintertialsysteme ergeben Scheinkréfte

Inhaltsverzeichnis diskutieren 5. Mi.
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6 6. Woche: Lagrangesche Mechanik: Gleichun-

gen 1. & 2. Art

Joseph-Louis Lagrange % 1736 1 1813
Newtonsche Mechanik: Alle Kréafte miissen bekannt sein.
Haufiger Fall:

e Es sind nicht alle Krafte bekannt, aber ...

e ... ihre Wirkung

e Konkret: Einschrankung der Bewegung auf gewisse Flachen

e Denke an Achterbahn

Einfiithrendes Beispiel: Pendel

e Betrachte 3D Pendel

v

NL

XL

Das Pendel mit der Pendellange /

e Auf Massenpunkt wirken zwei Kréfte:

— Gravitationskraft F, G

— (Noch) unbekannte Zwangskraft, die System auf Kugelschale 72

zwingt.
e Zwangskraft Z(t):

— Wirkt in Richtung des Aufhangepunktes
— Resultierende Kraft bewirkt Bewegung auf Kugelschale:

—

mi = Fo(F) + Z(t)

— Z(t) a priori unbekannt
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— Aber Wirkung bekannt: Sorgt fiir 72 = [?
e Mogliche Lagen des Systems: Zweidimensionale Flache

— Bekannte Kraft F bewirkt Bewegung auf der Flache, ...

— ... auf der Z(t) immer senkrecht stehen muss.
Zwei Ansatze zur Losung :

(i) Nutze: Zwangskraft steht senkrecht auf Flache

Hier

und lose das erweiterte Problem

mr = Fg(F) + \t)F
P2t) = I?

Geht, da 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten 7(t), A(t).

Dies ist die Lagrange-Methode 1. Art

(ii) Projiziere die Bewegungsgleichung auf die Fléche

— Finde Vektoren, die tangential zur Flache liegen.

— Multipliziere Bewegungsgleichung damit

— Elimiert Z (t), projiziert Bewegungsgleichung auf die Fléche
— Beste Wahl: ”Natiirliche” Koordinaten

* Ein Teil parametrisiert frei die Flache
* Ein Teil halt durch feste Werte die Zwangsbedingung ein

Hier:
— Naturliche Koordinaten: Polarkoordinaten
7 = r(sin 6 cos @, sin O sin p, — cos 6)

x 0, p parametrisieren Flache

x r fixiert Zwangsbedingung
— Aus 7(0, p) = [? folgt durch Ableiten:

O o
T%—O, T%—O

Anschauliche Interpretation
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— Multiplikation von )
mi = F(7) + Z(t)

mit % und g_F ergibt zwei Gleichungen fiir die freien Variablen:
%)

m(O(1), 2(0) e (0(0) 0(1)) = F(0(0), 0(1)) o0 (011), (1)
mAHBE). () 500 0() = Ol £(0) 5 (0(0).9(0)

— Zwangskraft 1af8t sich post hoc bestimmen

Z(t) = mi — F(F)

Dies ist die Lagrange-Methode 2. Art

6.1 Lagrange Gleichungen 1. Art
e Betrachte

— System mit N Punktteilchen mit Ortsvektoren 7; zusammengefafit zu

— s unabhéngige Zwangsbedingungen (F wie Fléche)
F,(z,t) =0, a=1,...,s
Unabhangigkeit erklaren
e Fiir jedes « stellt die Menge
M = {z]z € RN, Fy(z,t) = 0}

eine (3N — 1) dimensionale Fliche, oder auch Mannigfaltigkeit im R3Y dar.

e Mannigfaltigkeit

— ”Lokal glatt biigelbar”

— Lokal auf R™ abbildbar

— Beispiele: Kreisumfang, Kugeloberflache, Mobiusband
— Lokale Karten, globaler Atlas

e Die Mannigfaltigkeit
M, = () My
a=1
ist die Menge aller moglichen Lagepunkte.

Sie hat die Dimension:
f=3N—s

f: Anzahl der Freiheitsgrade
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e Nomenklatur:

— Holonom-rheonome Zwangsbedingungen: F,(z,t) =0

— Holonom-skleronome Zwangsbedingungen: F,(z) =0
— Nichtholonom: F,(z,2,t) =0

e Bis auf weiteres: Betrachte nur holonome Zwangsbedingungen

e Virtuelle Verriickungen

Tangentialvektoren an M, heilen virtuelle Verriickungen

Formalisierung;:

e Jeder Tangentialvektor £* an M im Punkt 2, ist darstellbar als:

mit z(o) Kurve in M}, die bei ¢ = 0 in 2, beginnt.
o Aus F,(z(0),t) =0 folgt

4 Foe(0). Do = B T E(0), oo = € Tz, 1) =0

e Damit: Auf M senkrechte Vektoren sind parallel zu VF,(z,t) und
Zwangskraft 1483t sich als Linearkombination darstellen:

— Z A ()VF,(2,1)

Konkreter:
e Sei M, parametrisiert durch f Variablen gy, ..., gy.

Dann ist

- é(Q177Qf>t> € Mt
— 0z/0q; eine virtuelle Verriickung, Tangentialvektor an M,

e Allgemeine virtuelle Verriickung;:

f

Z 5(]2 57‘1,...,’/‘]\[)

Dass Z(t) senkrecht auf M, i.e.
Z(t)-62=" Zit
. 2)-02= Y 20

heiBt d’ Alembertsches Prinzip ("4. Newtonsches Gesetz”).

Beinhaltet:
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— Zy(t)-67; = [Arbeit], d.h. Zwangskriifte verrichten keine (virtuelle) Arbeit
entlang virtueller Verriickungen.

— Bei skleronomen Bedingungen: Virtuelle Verriickungen = Realisierbare
Verriickungen, i.e. sie verrichten auch keine reelle Arbeit.

Lassen sich die Krafte durch ein Potential ableiten, so gilt zusammenfassend :

Lagrange-Gleichungen 1. Art

mii(t) = =VU(ri(t), ..., rn(£),£)) + 3 Aa(O)ViFa(ri(t), ..., ra(t), 1)
Ea(m(D). w0 =0, a=1.. .5

3N + s Gleichungen fiir 71 (t),...,rn(t), A1(t), ..., As(?)

Technisch sehr wichtig 6. Mo.

6.1.1 A worked example
e Betrachte
— 2 Massenpunkte, starr verbunden mit Abstand [

— Massenpunkt 1 kann sich nur entlang x-Achse bewegen

— Betrachte nur Bewegung in zy-Ebene

YN Na
Zy
—q, —>
> x
1 Y
21,2
qz
2
22
2

Zwei Massenpunkte sind starr durch eine Stange der
Linge / verbunden. Massenpunkt 1 kann sich auf der x-Achse

bewegen. Die Richtung der Zwangskrafte und die veraligemeinerten
Koordinaten sind dargestellt

e Mit Koordinaten

= (951791), T2 = ($2,y2)

lauten Zwangsbedingungen

Flzylz(), Fz=($1—x2)2+(y1—y2)2—l2:
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e Zwangskrafte:
- g 0
- = = \o
4 ((%17 8y1) (iFi+ Al
= (2Xa(z1 — 22), A1 +2X2(y1 — 12))
- o 0
- = = Fo4+ \F
Zy (3@’31/2) (M FL + Ao Fy)
= (=2Xa(z1 — 22), —2X2(y1 — 12))

Vereinfachung durch Koordinaten: (xy, ¢)

Y AN N
Zy4
(—q,—)
N
x
1 2
Zy
9z
g
ZZ
2

Zwei Massenpunkte sind starr durch eine Stange der

Linge / verbunden. Massenpunkt 1 kann sich auf der x-Achse
bewegen. Die Richtung der Zwangskrifte und die verallgemeinerten
Koordinaten sind dargestellt

Dann
Y1 =0, 9= +Ising =x3(21,0), 2= —lcosp=ya(z1,¢)
und Zwangskrafte:

Zy = (—2X\lsing, Ay + 2Xol cos ¢a)
= (0,A1) — 2Xl(sin g, — cos )
Zy = 2X\l(sinp, —cosp)

Y N Na
Zys
G—q) —>
> x
1 2
Zy2
qz
Y
Z,
2

Zwei Massenpunkte sind starr durch eine Stange der

Linge / verbunden, Massenpunkt 1 kann sich auf der x-Achse
bewegen. Die Richtung der Zwangskrifte und die veraligemeinerten
Koordinaten sind dargestellt

e Interpretation:
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— Zy-Beitrag (0, A1) in y-Richtung hélt Teilchen auf z-Achse.

— Zweiter Z;-Beitrag ist entgegengesetzt gleich zu Z,: Halt Abstand

Virtuelle Verrtickungen:

ory ory Ory 0ry )
— =(1,0), — =(0,0, —=(1,0), =—==1 '
axl ( 3 )7 3(,0 ( ) )7 8:(:1 ( ) )7 3g0 (COSQQ;SHUIZ)
e D’Alembersches Prinzip
— Virtuelle x;-Verriickung:

- 0r17 = Ory

W—+Zy— = 0

181’1 + 281’1

Z1(1,0) + Z5(1,0) = (0,0)'

Interpretation: z-Komponenten der Zwangskrafte addieren sich zu Null.

— Virtuelle ¢-Verriickung:

Zol(cosp,sinp) = (0,0
Interpretation: Zs zeigt von MP 2 zu MP1
e Lagrange Gleichungen 1. Art

mity = mug+ 2y

MmaTy = MaG + Zo
mit Zwangsbedingungen:
Fi=y=0, FB=(@m-n)+-p) =
damit losbar.
Losung:

e Bewegungsgleichungen

mity, = Zia
miyr = Zly —mig
Moy = Loy
maYys = Z2y — Mag

Durch z; und ¢ ausgedriickt, y; = 0 ausgenutzt

mity = Zig

mg = Zly

mo (i1 +1pcosp — IP?sing) = Zy,
mo(lgsing +lp*cosp +g) = Zo,
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Es gilt
L1y = — Lo, Zzz/Zzy = —tangp

Multipliziere Gl. (18) mit cos ¢ und Gl. (19) mit sin ¢ und addiere, ergibt

Frcosp+1lp+gsing =0 (20)
Addition von Gl. (16) und Gl. (18)

(my 4+ mg)iy = mgl(gbg sin p — @ cos p) (21)

e Merke: Zwangskréfte durch geometrische Untersuchungen der Nebenbedingungen
eliminiert.

e Nichtlineares System: Betrachte kleine Auslenkungen in ¢

sing =~

cosp ~ 1

O vernachlassigen
Damit
X1+ 1lp+g9p=0
(m1 + mg)i1 + mglgo =0
Ergibt:
ma g
1— o=
14 ( ma + m2> + l 14
oder

e Das bedeutet:

mel
7(t) = —mgpo cos(w(t —ty)) + ap + ot

e Interpretation:

— Pendel schwingt mit veranderter Frequenz
— Aufhangepunkt schwingt mit dieser Frequenz

— Fiir my — oo wird es wie erwartet, i.e. x1(t) = ag + a;t, w? = g/l
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Einfacherer Weg: 2. Strategie. Theorie im folgenden.
e Koordinaten: (q1,¢2) = (z1,¢)

e Multipliziere Bewegungsgleichungen mit virtuellen Verriickungen % a“
8’1"1 87"1 87"2 , 8772 .
1,0 0,0 1,0 —= = (cos qa,sinqa)’
aC]l = (1L,0), 8q2 = (0,07, 6611 = (L0, Jqs (cos a2 2)
und benutze d’Alembertsches Prinzip.
Mit
= 0
Fas = ( —mig )
-, 0T - 0y 5 0
i 7z 21
e oq o Oq ' Oq
- 0T = 0rp z 0nr
i 7z 21
e g2 @ 0qs ' Iqs
=, OT% = Ory 5 0y
ro— = F Loy—
et g1 e I ? I
- O = Oy 5 0T
-2 - [, 7 72
et Iqa e 0qs ? Iqs
Addiere
8')" R 8172 87?1 = 87'1 — 8* = 87“2
—_— = F, A F A
m17“181—|—mz7”281 Glal_l_ 18Q1+ G231+ 28(11
8ﬁ = 87“2 87‘1 8’/“2
= F, + F, Zh = 4 Zy=2
ergibt:
mliv'l + mzi'g =0
mit

To=x1 + Ising
folgt GL. (21)
(ma + ma)iy = mal(p?sinp — Gcos p)
Entsprechend (ohne Vektorpfeile)

= F A + F Z
77’017“1a - +m27“28q2 Gla L 1&12 Gga 2+ 28(]2
ory Ors ory ory
= F + F +7Z + Z
“og T 0g 1aq “0ga
ergibt
MaZ9 COS Y + Maljs SIN Y = —Myg Sin ¢
mit
Ty =21 + [sin g, Yo = —lcosy
folgt

My cos (i1 + 1¢ cos o — [p? sin ) + mg sin (g + I@Gsin @ + [p? cosp) = 0

Ergibt Gl. (20)
Z1cosp+1lp+gsingp =0

e Uebung Lagrange 1. Art Beispiel
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6.2 Lagrange Gleichungen 2. Art

Idee Lagrange 2. Art: ”Projiziere die Bewegungsgleichung auf die Flache”
Wiederholung

o ZEICHNUNG Pendel

e Lagrange 1. Art

mir = F+Z

e Lagrange 2. Art

Formalisierung:
e Der Einfachheit halber: O.B.d.A.: holonome Zwangsbedingungen

e Fiihre geeignete Koordinaten auf M ein:

7= (q1,---,45), f=3N—s

Dann:
T, = 7di(qla < dy, t)

Zwangsbedingungen F, (7(t),t)) = 0 automatisch erfiillt.
e Ab jetzt ¢ = (q1,...,qs), wenn klar

o Abgeleitet:

. or; . or; . .
Ti:Z q Qk+ 8t :Ti(Q7q7t)
k

Eingesetzt in kinetische Energie in kartesichen Koordinaten

1 . 1 o .
T = 5 Z mi; = 5 Z my(q, )i + Z br(q, t)qr + c(q, 1)
i kl k

T maximal quadratisch in ¢;

e Héngt r;(g,t) nicht von ¢ ab:

1 ..
T = 5 ; mkz(CI)QkQZ

Lemma:
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e Sei kinetische Energie in den Koordinaten ¢ gegeben durch:

1 -2 .o .
:ézmlrz :T(q17q27'"7Qfaq1aq27"'7Qf)

i=1

Ableitungen

oT or;
— = m;ri— 22
9q; 22: 9q; 22)
oT or;
= Sy 29
Dann gilt:
0z . ar; . doT oT

°F P= o T =
dg;= 4~ 0g; dtdg; Oy

Beweis
— Es gilt
0z aT’i d . 8Ti . d 37’i
0q; 2 9, dt (Z aqj> Z iog Y
— Wegen
!
. d 87"1 87’2'
ri = 2ri(at), g2 (0). o ap (D) 1) = > 905t
k=1
gilt
— = 25
gy, g ( )
Ferner
! .
d Or; 9%r; 0%r; or; . 87‘,- or;
dtdq; — “— 0g;0q Ut g0t (Z &e) g, 2

— Einsetzen von Gln. (25, 26) in Gl. (24) ergibt mit Gln. (22, 23):
doT 0T

. Or; or
Zmﬂ”la—qj = (Z mz aq ) ;mzn - = Ea—q] — a—q]

Zur Sache:
e Multipliziere Bewegungsgleichung:
p(t) = =NU(z(1),t) + Z(t)
mit Tangentialvektoren dz/0q; an M,.
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e Da
(02/0q;)Z =0

folgt:
0z 0z oU
—p=—-—-VU=—— 27
an'_ 8qj aqj ( )
F= _8_U heifit generalisierte Kraft
dq;
e Mit Hilfe des Lemma
02§~ O dOT oT
an_ . ! (9q2- dt 6qj aq]'

folgt:

f Differentialgleichungen fiir die g;(¢): Lagrange-Gleichungen 2. Art

mit Lagrange-Funktion

L(Qla"'?Qf?Ql?"'Qf7t) :T<Q177Qf7QI>Qfat)_U(Q17>Qf>

Gegeben T und U ist Lagrange-Funktion bekannt.

Wichtig:

e Keine Krifte in R*" mebhr, ...

e ... sondern skalare Energien

— Sehr viel einfacher zu berechnen

Liegen keine Zwangskrafte vor, so konnen ¢; auch kartesische Koordinaten sein

o S o 1 2 o -
L(Tl,...,T’N,Tl,...,T’N):§Zmﬂ'i —U(Tl,...,T'N>
i

e Dann ist
doL d - -
Eﬁ_ﬁ = Ty = My
und
oL  oU
or,  OF;
e Somit sind Lagrange-Gleichungen
doL 0L
Aty 9q;
identisch mit Newtonscher Bewegungsgleichung
- 0U
m;r; = — o7
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6.2.1 Energieerhaltung

e Betrachte folgene Zeitableitungen

d - 0L “qor, KoL,
At a_-qi = Z d—a—% 8—.%
— J4i — dt Jg; < Jqi
/ f
oL . oL
= 2 aqqi+;a i
f
dL
PPl qz - Z
e Ergibt:
d(§~or, ) _ oL 28)
i\ &0 ") " "o
Folgt Erhaltungssatz:
oL L oL
Wenn — =0 dann —¢q; — L erhalten
815 i—1 8qz-
e Hangen Zwangsbedingungen nicht von Zeit ab, gilt
T = Z M (q)qrdi (29)
kl
und damit ;
oT
; = —q; = 2T 30
Z 8qu z; 954 (30)
e Somit folgt
f
oL
Za_q.ql L=2T—-(T-U)=E (31)

Hangt Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit ab, ist die Energie erhalten.

6.2.2 Kanonisch konjugierte oder verallgemeinerte Impulse und zyklis-
che Koordinaten

Definitionen:

e Die Grofien
oL

94
heiflen kanonisch konjugierte oder verallgemeinerte Impulse.

pi =
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e Motivation:
Fur
1 oL -

L:—mf2+U(r) folgt p=—=mr
2 or

e Wird bei Hamiltonscher Mechanik, Kapitel 11 zentral

e Koordinate ¢;, von der L nicht abhéangt, heif3t zyklisch.

Wegen
doL 0L

dtdq; 0q;

gilt

Der verallgemeinerte Impuls einer zyklischen Koordinate ist erhalten

Das ist in der Newtonschen Mechanik so nicht moglich.

6.2.3 Reibung
e Betrachte Spezialfall: Stokessche Reibung Fr, = —k7;

Reibungskraften kann kein Potential zugeordnet werden.

Daher zuriick zu Gl. (27)

0 i U
dq;~ qj dq;
Zusatzterm: 5
z
_—F
Q] aq]_R

Definiere Rayleighsche Dissipationsfunktion:

. 1 ) . 1 ' ‘
D) =32 wits Dig.dt) =353 wi(a,41)
e Nun, mit Gl (25) % — or

g 9q

oD Or; oD Or; oD I
Q= — Z i Z ni_ von Projektion zur Kettenregel

D1 Dy, 7 0gy gy,
e Analog auch fiir Reibung der Form

Fr = —kh(|f))F

z.B. Luftreibung

e Ergibt modifizierte Lagrange-Gleichungen
doL oL 0D

— +o-=0, j=1,...,
dtaq]' 8qj 8qk J f
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e Bei allgemein dissipativen Systemen, Kapitel 13, nicht moglich.

Lessons learnt:
e Zwangsbedingungen lassen sich durch Newton schwer behandeln
e Lagrange 1. Art: Integriere Zwangskrafte in Newtonsche Bewegungsgleichungen

e Lagrange 2. Art: Projiziere Bewegungsgleichungen auf Zwangsbedingungen

Fiihrt zu Lagrangefunktion und Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

e Hingt die Lagrangefunktion von einer Koordinate nicht ab, so heisst diese zyk-
lisch, und der zugehorige kanonisch konjugierte Impuls ist erhalten.

7.

7 7. Woche: Lagrangesche Mechanik: Anwen-
dungen

Kapitelinhaltsverzeichnis zeigen

7.1 Newton revisited

Beispiel:
Lineare Naherungen analog Kapitel 4 Lineare Schwingungen

e Lagrange-Funktion:
1 /
L(g.d4) = 5 > gil@)did; — Ulg)
ij

e Punkt ¢° heiBt Gleichgewichtspunkt, wenn die Bahnkurve ¢(t) = ¢°, ¢(t) = 0
Losung der Bewegungsgleichungen ist

o Es gilt
qo Gleichgewichtspunkt, genau dann wenn
oU
9|0 "
di |40

Begriindung;:
Lagrange-Gleichungen:

doT T U

S =0
3 0G  0q ' 0q,

Fiir ¢(t) = 0, da 9T /9¢ und 9T /Jq; noch von ¢; abhidngen, bleibt nur die
Behauptung

e In Nahe des Gleichgewichtes: ¢; = qo + n;
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e Dann

i

q0

oU
0g;

U(q17---7Qf> = U(q?,,q?)—i—z

1 0*U 5
5 E m nin; + O(n°)

qO

1
= U(CIO) + B Z Kinmn; + 0(773)
ij
mit
- 0*U
v a%a%’

qO

e Analog mit ¢; = n;
1 / 1 f 1 /
T(q.9) = 3 Zgij(Q)din =3 Zgz‘j(qo)ﬁmj =3 Z Mi;nim;
i i i
e Damit das linearisierte System:
1 f
L=35 Z Mignin; — Kignin;
ij

mit Bewegungsgleichung

!
Z Mwnj + KijT]j = 0, VZ

J

Normalkoordinaten:

f N
1 . 1 .
*| L= 3 Z Mijnim; — Kyming = 3 Z Q2 — wiQ?
i a=1

e Jedes Newton-Problem ist in Lagrange formulierbar.
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7.2 Lagrange 1. vs. 2. Art
7.2.1 Schiefe Ebene

Lagrange 1. Art

e Zwangsbedingung;:
F(z,y) =xsina —ycosa =0

Lagrange Gleichungen 1. Art
mit = —mge, + A\VF
In Komponenten:
mi = Asina

my = —mg— Acosa

e Elimination von A (typischer Trick neben den geometrischen Uberlegungen
von oben):

Zweifache Differentiation von F'(z,y) nach der Zeit
rsina —ycosa =0
Einsetzen der Bewegungsgleichungen
Asin? @ + Acos? a + mgcosa = 0

Ergibt
A= —mgcosa

e In Bewegungsgleichung eingesetzt:

mI = —mgcosasinao
mij = —mg+mgcos’a=—mgsin®
e Losung
1, )
z(t) = —§gt cosasina + art + ap
1
y(t) = —§gt2 sin® o + byt + by
Zwangskraft:
Z = —mgsin a cos ae, + mg cos> aey, |Z|=mgcosa
Mit
z(t) = s(t)cosa

y(t) = s(t)sina

Bewegung auf der Ebene

1, .
s(t) = —igt sin a + vot + 50
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Lagrange 2. Art
e Wihle s als verallgemeinerte Koordinate
x(t) = s(t)cosa  y(t) = s(t)sina (32)
e Aus )
T = Em(:ic2 +9%) und U =mgy
folgt

1
L(s,$)=T—-U = §m$2 — mgssin «

e Lagrangegleichung
ms = —mgsina

e Losung

1 5.
s(t) = —Egt sin o 4 vot + S

e Da weder L noch Transformation GI. (32) explizit von Zeit abhéngen, gilt
Energieerhaltung

1
E=T+U-= §m32(t) + mgs(t) sina = const

7.3 Das spharische Pendel

e Mathematisches Pendel in 3 Dimensionen mit ¥ = (z,y, 2)

e Polarkoordinaten:

xr = rsinfcosyp
y = rsinfsing
z = —rcosf

—

Zwangsbedingung: r = [, 7= 7(6, )

°
P = l(écos@cosgp — ¢ sinfsin o, § cosfsin p + gbsin@cosgp,ésin@)
Damit:
7= 12(62 + ¢*sin? )
Folglich:

1 :
L= éml2(92 + ¢?sin*0) — mgl(1 — cos 0)

Bewegungsgleichung fiir 6

doL 0L
dt o 00
ml*(6 — psinfcos ) + mglsind =0 (33)
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e Bewegungsgleichung fiir ¢

doL d .
FTER = %(ml%o sin? ) = 0,

¢ zyklisch, da L nicht von ¢ abhangt.

Es folgt:
Py, = ml*psin’ @ (34)

ist erhaltene Grofle.
Ergibt Erstes Integral fiir ¢.

e Interpretation p,:

Betrachte z-Komponente des Drehimpulses:

= mi?(sin 6 cos p(f cos O sin ¢ + ¢ sin O cos @) — sin O sin (6 cos O cos ¢ — ¢ sin O sin )

= mil*¢sin®6

—= pg&

Anschauung: Auf z-Komponente des Drehimpulses kann Gravitation kein

Drehmoment ausiiben

e Setze p, = L, in Gl (33) ein:

. 12
mi0 — ﬁcosé’quglsinQ =0
ml? sin
Multipliziere mit 6
4 (Lppge . L lcosf | =0
— | = — - cosf | =
at \2" omiZsin®d Y

e Andererseits Energie

2

1 . L
E=T+U=-mP*P?+—2 (1 — 0
+ 2m + 52 SinZ 0 + mgl( cos )

Also Energie erhalten.

Ergibt Erstes Integral fiir 6.

Losung der Bewegungsgleichungen:
e Déja vu Zwei-Korper-Problem
e Berechne 0(t) aus Gl. (35)
e Berechne p(t) aus Gl. (34)

Qualitative Diskussion:
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o LEffektives Potential
L2

E=Ttlan V@) =5 mgrg

—mgl(1 — cosf)

e-Einfluf} iiber L,

Uegs (©)

MNP

91 62 T];/2 1A ]

Darstellung von U, (0) fiir verschiedene L,. Das Mini-
mum liegt bei 8-Werten kieiner /2. Bei vorgegebenem Eyund L,+0
kann 0 zwischen 6; und 6, oszillieren

o« L. 40
— Uess(0) singulér fir 0 =0 und 6 =7
— Minimum: 6y < 7/2
— 0 oszilliert zwischen 8, und 6y

— Minimales E: Kreisbewegung mit 6 = 6,
o Ist L, =0, so =0 = ebenes Pendel
7. Mi.
7.4 Holonom-rheonome Zwangsbedingungen: Die Schaukel

e Erinnere: Skleronome Zwangsbedingungen:

Wirkliche Verriickungen = Virtuelle Verriickungen = Tangentialvektor an M

e Betrachte rheonome Zwangsbedingungen: M, 4 # M,
Wirkliche Verriickungen # Virtuelle Verrtickungen

M, dt

Ist M, von der Zeit abhiingig, so ist die zeitliche Anderung
der Ortsvektoren dz kein Tangentialvektor an M,

Zwangskrafte leisten Arbeit
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e Annahme zeitunabhéngiges Potential

Lagrange-Gleichungen 1. Art:

mit; + ViU(F (1), . v () = Y Aa(t)ViFa(Fi(t), ..., 7n(t), 1)

Multiplikation mit 7; und Summe iiber ¢

% (% Zmzrg + U(ﬁ(t), .. ,FN(t))> = Z Z )\a(tﬁivz‘Fa(Fl(t)v e aFN(t)a t)
e Aus

folgt
d

. . . o ..
EFQ — ;riViFa(rl(t), (), ) + aFa -0

e Somit gilt fiir Energie:

1 : S "
E= izmﬂ’? +U(r(t), ..., 7(1))

dE®) _ > Aa(t)ﬁpa (36)

— Energie sieht genauso aus wie ohne Zwangskrafte.

Aber Achtung: Nur solche 7 und 7" erlaubt, die von Zwangsbedingungen
erlaubt.

— Holonom-skleronom: Energie bleibt erhalten

— Holonom-rheonom: Energie bleibt nicht erhalten
Beispiele:
Ay
0

le—flt) —>

Das Pendel mit horizontal bewegtem Aufhéngepunkt

Ebenes Pendel mit horizontal bewegtem Aufhédngepunkt
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Koordinaten:
r=(x,y), x=f(t)+Ilsing, y=—lcosyp

Zwangsbedingung;:

F(z,yt) = (2(t) = f(t))* +y* = 1" =0

Es ist: _
T = f+Ilpcosy, y=Ipsinp

Lagrange-Funktion:

1
L = sm(i®*+3%) - U(z,y)

2
1 . :
§m[f2 + 2f1¢ cos p + (17 cos? p + 1? sin? )] — mgl(1 — cos ¢)
1 . .
L(p,o,t) = §m(12¢2 + 2flpcosp + fz) —mgl(1 — cos )
Lagrange Gleichung 2. Art:
ddL dL
dtdyp do

%(ml%b +mlf cos @) — (—mlf@singp — mglsing) = 0

ergibt:

1.
Qb‘i‘%SiDQOZ —7fcosg0

Allgemeine Losung nur numerisch moglich

Lagrange Gleichung 1. Art:

mi = )\{;—1; =2z — f(t)) (37)
my+mg = )\a—F =2)\y
dy

Da Zwangskraft in Richtung Aufhangepunkt: A\ < 0

oF ;
E = Qf(f(t) - x(t))
Folge mit Gl. (36):
dE oF ;
= Ao = =2 () — 2 (1)

oder auch mit Gl. (37):



e Betrachte geradlinig-gleichformige Bewegung des Aufhangepunktes: f(t) = vt,
f=v
fir —m/2 <@ <0: f(t) —z(t) >0, % >0, also dE/dt > 0
fir 0 < ¢ < @w/2 @ f(t) —x(t) < 0, & < 0, also dE/dt < 0

> >
dE dE
== >0 = <o
] at _
<0 >0

Fiir ¢ <0 wird dem Pendel bei geradlinig-gleichférmiger
Fiihrung des Aufhdngepunktes Energie zugefiihrt, fiir ¢ > 0 wird sie
dem Pendel entzogen

Energieanderung iiber eine Periode T'

/OT dt% = mu /OT dti = mo(&(T) — 2(0)) = 0

e Antizyklische Fiihrung des Aufhangepunktes bringt Pendel zum Schwingen.

Die Schaukel
e Schaukler verlagert Schwerpunkt:

— "Hinten” nach hinten lehnen
— Durchgang durch Ruhelage aufrichten
— Entspricht Veranderung der Fadenlange

e Zwangsbedingung: F = [*(t) —7* =0
o Zwangskraft: 7 = )\% ==2\" A >0

e Andererseits

oOF :
— =2l
ot
Mit GL (36)
dE . . dE
i —2X(®)I(t)I(t), Verkiirzung: [ < 0 folgt ’r >0

e \(t) ist maximal beim Durchgang durch Ruhelage

e System gewinnt dort mehr Energie, als es beim wieder Verldngern ”hinten”
wieder verliert.

e Damit : E(T)— E(0) >0
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e Anwendung: Weihrauchfafl von Santiego de Compostella

Das WeihrauchfaB von Santiago de Compostella

Uebung: Jojo

7.5 Nicht-holonome Zwangsbedingungen

e Bei holonomen Zwangsbedingungen F'(r,t) = 0 sind die erlaubten Lagen global
vorgegeben

e Bei nicht-holonomen Zwangsbedingungen F(r,7,t) = 0 sind nur mégliche in-
finitesimale Zustandsanderungen festgelegt. Gesamtheit moglicher Lagen in
der Regel grofier.

Beispiel: Kugel auf ebener Flache
e Konfigurationsraum, i.e. Menge moglicher Lagen:

— Ort des Kugelmittelpunktes 7/

— Kugelbezogenes Koordinatensystem (€7, &, €3)

e Zwangsbedingung:

Kleine Drehung ¢ um ¢} der Kugel legt Verschiebung des Kugelmittelpunktes
FKM fest:

e Aber: durch geeignete Bahnen kann jede beliebige Lage erreicht werden.

e Einschrankungen fiir virtuelle Verriickungen, nicht realle Lagen.

7.6 Foucaultsches Pendel

e Betrachte Pendel in erdfestem (Nicht-Inertial) System: Foucaultsches Pendel
(Paris, 1851)
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———

&
Das Foucaultsche Pendel. Der
b Bezugspunkt Op sei in der Ruhelage des
Og Pendels

Scheinkrafte revisited, Kapitel 5.3

—r=—r+wXr

dt dt’
72 =02+ 200 X 7+ (w X 1)

Letzter Term klein: vernachlassigen

Lagrange Funktion

1
L= §m112 +mu(w x 1) —U(r)

mit
Mit

Lagrange-Funktion:
1
L= ém(:i:2 + 9%+ 2) + mw, (Y2 — 29) + mw, (23 — 22) + mw, (zy — yi) — mgz
Mit
Py (=) =0

folgt

4

22 4 ¢ 22 4+ y? "
— _\/m: 11— )= -
z=1—I\P?—2>—y2 =1 l( T + ) 5 +O(l3)

Sehr langes Pendel: vernachlassige Terme

T
) . . . .
B 20, WaRY, WyRT, WiZY, WyIT
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e Ergibt fiir Lagrange-Funktion

r . . . Loom
L= gm(d* +§°) +mw. (v — yi) - 2—lg(~”62 +v°)
e Bewegungsgleichungen fiir = & y:
. o g :
ma — mw,y = —mix + mw,y
" . g .
my + mw,r = —m=Y— Mw,T

l
oder

513—2wzg'/+%x — 0

y+2wz¢+% =0

Setze u = x + 1y

a+2mzu+%u:0

e Erinnere Kapitel 4 Lineare Schwingungen

Exponentialansatz: u = e™*

e Ergibt:

—1/2—2%1/—1—%:0
oder

_ /249

V=—w,x wz—|—7
oDaw3<<%

v=—w [+ = —w ke, 0=4/7

also:

u(t) = e ™ (c1e™ 4 o)
c1, co aus Anfangsbedingungen
Interpretation:
e Fiir w, = 0, ergébe das einfache, ebene Schwingung
e Mit w, # 0 dreht sich Schwingungsebene

e Ablenkung auf Nordhalbkugel immer nach rechts
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Die Bahnen des Foucaultschen Pendels (schematisch).

Das Pendel wird auf der Nordhalbkugel durch die Corioliskraft stets
nach rechts abgelenkt. (a) Form der Bahnen, wenn das Pendel zur
Zeit t =ty ruht und aus dem oberen Totpunkt losgelassen wird. (b)
Form der Bahnen, wenn das Pendel zur Zeit ¢ =, aus der Ruhelage
heraus angestoBen wird

o Stérke des Effekts: w, = & e = |w|sin (geographische Breite)
T=1 Tag/ sin (geographische Breite)
— Nordpol: Eine Drehung pro Tag
— Aquator: Kein Effekt

— Freiburg: Eine Drehung in 1.3 Tagen
— Mythos: Badewanne am Aquator

Lessons learnt:
e Lagrange 2. Art erleichtert das Leben gegeniiber 1. Art
e Rheonome Zwangsbedingungen konnen Arbeit verrichten

e Foucaultsches Pendel (Paris, 1851) weist Erddrehung explizit nach

8. Mo.

8 8. Woche: Lagrangesche Mechanik: Der starre
Korper 1

Bisher: Mechanik von Massenpunkten

Nicht angemessen, wenn Ausdehnung relevante Rolle spielt.

Beispiel: Rollendes Rad

(Weniger) idealisertes System: Der starre Korper

Starre Korper: Holonom-skleronome Zwangbedingungen:
7 — 7| = Ciy =0
ZEICHNUNG dazu
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8.1 Kinematik

Konfigurationsraum:
e Korperfestes Koordinatensystem

— Wahle Punkt Op im Korper, kluger Punkt: Schwerpunkt, Kreisel:
FuBpunkt

— Verankere dort rechtshandiges orthonormales Koordinatensystem
(517 527 é:‘})
— Punkt X des Korpers:
OpX =b=> b

()

— b; = 0 wegen Starrheit des Korpers

e Inertialsystem

— Ursprung O
— rechtshindiges orthonormales Koordinatensystem (i, 7ig, 7i3)
—~ Sei B =005

&

32 'é‘l
/o,
i3
R
N2
0 ny

Raumfestes Inertialsystem und koérperfestes System mit
den Basisvektoren e, , e,, e;
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Damit

Somit
b(t) =Y biéi(t) = > i;Dji(t)b;

Lage des starren Korpers gegeben durch: ]

e Ortsvektor R(t)

e Drehung D(t), die 7; in €;(¢) tiberfiihrt
Eigenschaften von Drehmatrizen

e DD =D'D =1 D '=D"

e det D = 1: Volumenerhaltend
Parametrisierung der Drehung, die 7; in €;(t) iiberfiihrt.

(i) Drehung um 73 um Winkel ¢ € [0, 27)
Zugehorige Drehmatrix R;‘i

n; = Z an?i(W)
J

ny = COSp N+ sinp neg
ny = —siny ng+ cosp ny
ny = ng
Ergo:
cosp —sing 0
R*p)=| sinp cosp 0
0 0 1

Check: RPR3T =1, det R® =1

(ii) Drehung um 7} um Winkel 8 € (0, )
Zugehorige Drehmatrix R}Z-

ny = Z n;R]lZ(Q)
J

ny = cosf n,+sinf n.
2 = 2 3
"o . / /
ng = —sinf n, + cosf ng
1 0 0

RY @) =1 0 cos® —sind
0 sinf cosd
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(iii) Drehung um 774 um Winkel ¢ € (0,27) mit R3(¢))

Damit final
e; = cosyny + sinyng
es = —sinyn! + cosynl
Zusammengefafit:

= anR ng an T 9079 1/}

rkj

Diese Winkel ¢, 8,1, die jede Drehung parametrisieren, heiflen Eulersche Winkel

FReiburg EUler Winkel Demonstrations Apparat (FREUWDA)

e Natiirlich alles zeitabhangig

e Geschwindigkeit
7(t) = R(t) + § :bia@) = R(t) + § :njDﬁ(t)bi
7 ¥

e Zentral:

Es existiert Winkelgeschwindigkeitsvektor ﬁ(t), so daf} gilt

&(t) = Q(t) x é(t)

Interpretation:

o () gibt Richtung der Drehachse an
e || die Geschwindigkeit

4
Q Qdt

-

ldbl=0dt b sina

Der Vektor 2 gibt die Richtung der Achse an, um die sich
der Punkt b momentan dreht und |$2| gibt die Winkelgeschwindig-
keit der Drehung an
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In Eulerschen Winkeln ausgedriickt:

Q1 = fcostp + psinbsin
0y, = —Osiny + psin b cos
Qs = 1+ ¢pcosh

Beweis als Uebung

Der Konfigurationsraum

e Die Menge aller eigentlichen Drehungen bildet eine Gruppe, die mit SO(3)
bezeichnet wird

SO(3): Speziell orthogonal im 3-dimensionalen.

”Unspeziell” wire mit Spiegelungen, heifit O(3)
e Der Konfigurationsraum M eines starren Korpers ist somit

M = SO(3) x R

8.2 Kinetische Energie & Tragheitstensoren
Geschwindigkeit fiir Punkt ¢ des Korpers

= E+Zbijéj = fi—l—Zbij(ﬁ X €;) = R+ x b
J J
Damit kinetische Energie:

1 . 1 L5 o
soomidt = gm(R+ x5

2
1 2 52 o 1 -~ -
= 5ZmlR +ZmZR (Qx b))+ QZW(Q X bZ)Q
Mit
M: Zmi,
R-(Qxb)=(RxQ)b
und o o o . o
(Q x b;)? = Qb7 sin® a = Q%b7 (1 — cos® a) = Qb7 — (Q - b;)?
folgt
ISc o = LB+ (Bx @) S w4 LS (@2 — (057
2 1! g 2 i 1Y 2 7 i 7
1. Term

e Schwerpunktsbewegung
2. Term verschwindet, wenn

e Op im Schwerpunkt, wegen ), mib; = 0
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oder
e Korper in Op fixiert, da R =0. z.B. Fuipunkt Kreisel

3. Term

e Mit Tragheitstensor I,,,

gilt
1 32772 S 7y L
5 > om0 — (- b;)?) = 5 ; Qo L,
Argument:
G207 — (D5 =20 > Qb by = Y (Gnd® — binb) 2

Damit folgt fiir kinetische Energie, Og im Schwerpunkt:

T = TS_'_Trot

1 =2
Ts = -MR
2
1
Trot = _QmIann
2

=,

Bei kontinuierlicher Massenverteilung mit Dichte p(b):

I = / @b p(b) (8nb® — bnby)
1%

Etwas abstrakter:

e In ]
Trot = _QmIann
2

ist I,,,, eine Bilinearform: V3 x V3 — R
e Operator: I(, ()

e Damit

1 - -
T?”Ot - —I(Q, Q)
2
Bemerkungen

(i) Erfolgt Drehung um feste Achse in Richtung Einheitsvektor 7, so ist

Q=i
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und damit . .
Trot = 592’)7,1']1‘]‘71]‘ = 51692

I;: Tragheitsmoment des starren Korpers beztiglich Achse 7.

Tragheitstensor bestimmt also die Tragheitsmomente fiir alle moglichen
Achsen durch O,

(ii) Komponenten von I,
Ill = Z ml b2 + bQ
122 = Z 7’flZ b2 + bQ

Iy = Zml (b7, +b7,)

Damit gilt
Iy + 1 > I3
Ioo + 133 > Iy
L+ 13 > I

Gleichheit am Beispiel
Iy + Ipg > I3

wenn Y, mbZ, =0, i.e. by, =0 Vi, also alle Masse in 1 — 2-Ebene liegt. 8. Mi.
(iii) Diagonalisierung:

— Lineare Algebra: Jede symmetrische, positiv semi-definite Bilinearform
(Matrix) kann durch orthogonale Transformation diagonalisiert werden.

— Konkret:
Es existiert orthonormale Basis (€], &), €) so dass

@.8) = 0, firi#;
1) > 0

Vektoren €, heiflen Haupttragheitsachsen

— Geschickt: Identifiziere korperfeste Basis mit Haupttragheitsachsen.

Dann
L 0 0
I;; = 0 Iy O
0 0 Iz

— In der Regel: Symmetrie des Korpers legt Haupttriagheitsachsen fest.

* Wenn Korper symmetrisch unter Spiegeling an Ebene mit Normalen-
vektor 77, so ist 77 eine Haupttriagheitsachse und die anderen liegen in
Ebene.
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x* Wenn Korper symmetrisch unter Drehungen um  Achse

', so ist 7' Haupttriagheitsachse und die beiden anderen

Haupttragheitsmomente sind gleich.
(iv) Trégheitsellipsoid
— Die Menge o
R GUGGEY
ist Menge aller Winkelgeschwindigkeiten zu fester Rotationsenergie.
— Wahle Haupttragheitsachsen als Basisvektoren
— Dann

g = {gla §2a€3|]1§% + 12622 + ‘[363 = 1}

ein Ellipsoid mit Hauptachsen in Richtung der Haupttragheitsachsen und

den Langen:
1 1

1
VL' VL VI

— Heift Tragheitsellipsoid.

— Sind zwei Haupttragheitsmomente, say I; und [s, gleich: Rotationsellip-
soid.

Dann ist jede Achse senkrecht zu €3 Haupttragheitsachse

— Falls I} = I, = I3, Tragheitsellipsoid eine Kugel, jede Achse ist Haup-
pttragheitsachse

(v) Der Steinersche Satz

Tragheitstensor beziiglich Koordinatensystem, dessen Ursprung nicht im
Schwerpunkt liegt.

— Schwerpunkt: Op, Neuer Ursprung: O, O;Og =@, b=V +a
— Tragheitstensor im neuen System
L =Y mi(0nb? — 0, b))
= Zmz[5nm(gz —@)* = (bi,, — ) (bi, — an)]

= Ln + M (0@ — amayn) — 20mn Z mib; - @+ ay, Z m;b;, + ay Z m;b;

mit M =) .m,

Da Op Schwerpunkt, verschwinden mit ), mll;Z =5 mil;im m = 0 die
gemischten Terme

— Folgt der Steinersche Satz:

Ist I,,, Tragheitstensor im korperfesten System beziiglich Schwerpunkt,
so ergibt sich Trigheitstensor beziiglich O nach

I = Lyn + M (0na* — anay)

Beachte: Zusatzterm ist Tragheitstensor eines Massepunktes im Punkte

—

a
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Berechnung von Tragheitstensoren

e Molekiil mit zwei Atomen in z-Richtung

Az
s,
X .
Die Lage der
Atome eines zwei-
y 5 (2) atomigen Molekiils im
korperfesten System

Schwerpunkt:
R:w:()’ b; = (0,0, %)
mi1 + mo

Dann mit z; — 20 =1, M = mq + ma:

Imo Imy
2= —, 2yg= ——
VNG M’
Folgt
2,2 2,2 2
) ms; I'my  lPmymgy 9
Iy = E mibigzm1M2 +m2M2: % =1

122 = Ill
133 = Zmz b2633—b2)

Iy, = 0 fur n#m
I33 = 0, da Massenverteilung ganz in z-Richtung liegt

o Tragheitstensor homogene Kugel, Dichte p, Radius R

Erinnere

Ly = / @b p(b)(6,nb® — binby)
\%
Iy = Zml b + b)) /d3bp(*)(b§+b§)
14

Fiir Kugel: Kugelkoordinaten d3b = dV = r?sin 0drdfdy
Iy +In+133 = 3L

2m ™
= // / r? sin Odrdfdop(2x7 + 225 + 23)
r Jp=0 J60=0

R
= 47Tp/ drr*(2z7 + 225 + 223)
0

R
8
= 87Tp/ drrt = —WpRE’
0 5
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Also mit Kugelmasse M = 3mpR?

8 2
Il :[2 :Ig —ﬂ-pRS

M R?
15 5

Uebung: Tragheitstensoren ausrechnen

8.3 Drehimpuls, Eulersche Kreiselgleichungen, freier sym-
metrischer Kreisel

e Betrachte Drehimpuls beziiglich korperfestem Bezugspunkt Op

L = Zb szb—Zmlbx (€ x b;)
:Zmzﬁz?—z? - b;)]
o S -
ik

Ergo:
L; —Z ik oderi:lﬁ

e Drehimpuls L ist lineare Funktion der Winkelgeschwindigkeit O
e Wenn korperfeste Basis €; gleich Haupttragheitsachsen:
L, =1, i=1,2,3 keine Summation
e Bewegungsgleichungen:
Bogm p_ g

Gelten, wenn sich innere Kréfte herausheben. Ist der Fall, da innere Krafte
Zwangskrafte.

o Mit L =3, IS%(t)&(t) und N = 3, N;&(t) folgt
E(t) = Z [szk 6Z + Z [szk 61

— megzk &(t) + ZI,ka )(Qx &(t) =) Nié(t)
Multipliziere mit €;(t)

N ZI ka + Zlekz memw

km

o Ist [}, diagonal, folgen die

Eulerschen Kreiselgleichungen fiir €;(t) :

N, = 1191 + (I3 — 15)Q238
N2 - IQQQ + (Il - .[3)9193
Ny = Qs+ (1o — 1)
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e Driickt man €2; durch Eulersche Winkel aus
0 = fcosth+ psinfsin
0y = —fsiny+ psin b cos
Q3 = 1+ @cosh
so erhalt man Bewegungsgleichungen fiir Eulerwinkel
Bemerkungen
e Newtonsche Tradidtion

e Generisch nichtlinear, im allgemeinen schwer zu 16sen.

— N; ist bezogen auf das korperfeste System.
Daher zeitabhangig in Abhéngigkeit der Bewegung.
e Selbst kraftefreier Fall ]3 =0, E = 0 kompliziert
Alternativer Ansatz fiir kraftefreien Fall (bei Zeitnot 1. Teil weglassen):

e Multipliziere freie Euler-Gleichungen mit €2; und summiere tiber ¢, folgt:

ZLQZQl =0= % (% Z 1—193> = Trot

Wie erwartet ist Rotationsenergie erhaltene Grofle.

e Ferner gilt wegen L =0 auch

e Im korperfesten System in Komponenten ausgedriickt:

-

L* = LI+ L5+ 13 Kugel mit Radius L
2 12 L}
_1_|__2_|_ 3

Tro AT
¢ o, 21, 2,

Ellipsoid, Achsen:Haupttriag.-sachsen, Linge a; = (2]Z~Tmt)1/2

E(t) muf sich entlang Schnittlinien von Kugel und Ellipsoid bewegen.

Die Schnittlinien von Kugel und Ellipsoid
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Bewegung um Achsen des gréfften und kleinsten Trégheitsmomentes stabil,
um mittleres Tragheitsmoment instabil.

Beweis als Uebung ?

Im raumfesten System:

oL 7 zeigt in Richtung der Normalen an Tragheitsellipsoid im Punkte E =

G/2T).

Beweis: Normale an die Flache, die durch
F(&,&,&) = ﬁff + 1'25; + 13§§ —1=0

gegeben, ist
<8F oF OF

8_51’ 3_52’ 8_53) =2(N1&, 156, I3€3) o< L

e Tragheitsellipsoid bewegt sich also so, dass Normale in Punkt 5 senkrecht auf
Ebene steht.

Trdgheitsellipsoid

Invariable Ebene

s L_—)Herpolhodie

vl

Zur Poinsotschen Beschreibung der Bewegung eines
kriftefreien Kreisels

e Abstand h des Mittelpunktes des Tragheitsellipsoid von Ebene ist konstant

. Q-7 V2T oo e oo
h=¢ — = L da QL = QIO = 2T,

L 2Trot L

|

e Zusammengefaflt:

Tragheitsellipsoid rollt ohne zu Gleiten mit konstantem Mittelpunkt auf fester
Ebene mit Normalenrichtung L. Haupttragheitsachsen und Q) kreisen um L.

Speziallfall: Freier symmetrischer Kreisel

e Sei I} = I, 3-Achse heifit Figurenachse
e FOLIE Abb 4.3.3

e O und & laufen auf Kreiskegeln um Achse L

e Heifit regulire Prézession
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Eulersche Kreiselgleichungen:

Ql"‘AQQ:O, QQ—AQ1:O QgZO, HlltA:]?)]_Ilﬂg
1
Es folgt
d = d

und

Ql —+ AQQ - 0

QQ - AQl =

Q, — A%, =
Ergibt:
), = Bcos At, )y = Bsin At

Ergo:

Q  lduft im korperfesten  System auf Kreismantel um €3 mit
Winkelgeschwindigkeit A

L, & und € liegen stets in einer Ebene

Ebene wird aufgespannt durch €3 und
Q) = 08 + Quél

Beweis:
L = Li(Sher + Qoér) + 15985 = [, + I58)5€3

Praktische Auswirkungen

statische Unwucht: Schwerpunkt nicht auf Drehachse

dynamische Unwucht: Drehung nicht um Haupttragheitsachse

Lessons learnt:

Eulersche Winkel sind natiirliche Parametrisierung der Drehungen
Tragheitstensor ist diagonalisierbar, definiert Haupttragheitsachsen
Eulerschen Kreiselgleichungen fiir O

Beim freien symmetrischen Kreisel prézedieren Drehachse O und Figurenachse
gleichférmig um L
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9 9. Woche: Lagrangesche Mechanik: Der starre
Korper 11

Zusammenfassung Eulersche Kreiselgleichung, i.e. Newtonscher Ansatz:

e Eulersche Kreiselgleichung benétigt Kenntnis der Komponenten des Drehmo-
mentes im korperfesten System.

e In der Regel schwer zu berechnen.

e Eigentlich zusitzlich zu  Lagekoordinaten o(t), 6(t), 1 (t) von Interesse

9.1 Bewegungsgleichungen fur Eulersche Winkel

Aus kinetischer Energie

1. =22 1

und Abhéangigkeit der 2; von Eulerwinkeln:

Q1 = fcostp + psinbsing
—fsint) + psinf cos
Qs = 1+ ¢pcosh

&
I

folgt sofort

Lagrangefunktion fiir Euler-Winkel im korperfesten Hauptachsensystem

L = L(E,é790797¢790>97¢):T—U
1. 22 1 .
= §MR +§Il(ﬁcosw+gbsinﬁsin1/})2+

1 . 1 . ~
5]2(—0 sin + ¢ sinf cos)? + 5]3(@/1 +¢pcosh)* —U(R, ,0,1)

9.2 Der schwere Kreisel
Herrn Wentsch wegen Kreisel kontaktieren

Schwerer Kreisel:
e Symmetrischer Kreisel im Schwerefeld der Erde
e [, =I5, é3 Figurenachse

e Ursprung O im korperfesten System: Spitze des Kreisels, fest im raumfesten
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\_éa = raumtast Der schvyere '
symmetrische Kreisel

raumfest e

System
Bewegungsgleichung

e Fir kinetische Energie folgt:

1. 1 .
T = 511(92 + ¢*sin? 6) + 5]3(@/) + ¢ cosf)?

e Gravitationkraft: F; =m;q

Potential: . . .
U=—> mgb=—gy mib;=—-MjR

Winkel (ﬁg, 53) =40

Damit
U = Mgl cos®, l=|R|

e Lagrange-Funktion:
. 1. a0 . s 1. . ) .
L(0,0,p,1) = 5[1(9 + ¢” sin 0)+§Ig(w+g00080) — Mgl cos, [ =|R|

e Lagrangefunktion hangt nicht von ¢ und ¥ ab = ¢ und ¢ sind
zyklische Koordinaten.

Erhaltene Grofien:
oL ,
= - =T + pcosb
Py 0 SW 2 )
oL . . 9 C
Py = a—gb:Ilgpsm 0 + I3(¢) + pcosf)cosd

Verweis auf Noether:

— py Komponente von Lin & Richtung

— p, Komponente von L in n3 Richtung
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— Uebung bei Noether

Erhaltene Groflen ergeben Erste Integrale:

Setze py in p, ein:
po = 1o sin? 0 + Py COS 0

ergibt
. Dy —pycost (38)
= I, sin% 6
) = Py _ pcosl (39)
I3

e Energie £ = T + U ist erhaltene Grosse, da Lagrangefunktion nicht explizit
zeitabhangig.

1. 1., .
E = 511(92 + ¢?sin? 0) + 5]3(1/1 + ¢ cos0)? + Mgl cos 0

Ersetze ¢, 1) aus Gln. (38, 39)

2

Iy (pp —pycosh)? Py
E = —p? ® = 4+ Mgl cos#
2 T T o anze Tap TM9Nes
oder I
L
E = 592 + Uess(0) (40)
mit ) )
(pp — py cos b)) Py
Ugrr(0) = —— + Mgl 0
s5(0) ol sinZg | ar, T 9teos
Das effektive

Potential als Funktion
des Winkels 6

Déja vu: Wieder ein ein-dimensionales Problem, erinnere Zwei-Korper Prob-
lem

e Vorgehen

— Bestimme 6(t) aus Gl. (40)
— Bestimme ¢(t) aus Gl. (38)
— Bestimme () aus Gl. (39)
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Exakte Berechnung méglich, aber kompliziert, darum

Qualitative Diskussion

e Neigungswinkel 0 oszilliert zwischen 6, und 6y

e Drehmoment

N =S Fxmg=—Mgléxiis, L=N (41)

Anschauung;:

— Qravitation will Kreisel nach unten ziehen

— Aber Drehmoment wirkt in Richtung 7 x F x €3 X 73
Ergibt Bewegung der Figurenachse um 73

e 3 Moglichkeiten:

Die Prézession
des schweren symmetrischen
Kreisels mit iiberlagerter Nu-

0 tation

a)

e Drei Beitrage der Kreisel-Bewegung:

(i) Prézessionsbewegung® von L um Vertikale, auf Grund Gl (41),
beschrieben durch ¢(t)
(ii) Nutationsbewegung? der Figurenachse €3, beschrieben durch 6(t)

(iii) Rotation des Kreisels, beschrieben durch (t)

3praecedere: vorriicken
4nutare: nicken
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e Ob in Abb. 4.4.3 a, b, oder ¢ vorliegt, hangt davon ab, ob sich Vorzeichen von

Py — Py cOS O

= I, sin? 0

wahrend Bewegung andert. Hangt von py, p, und E ab.
(c) ist Grenzfall zwischen (a) und (b)
e Entspricht £ dem Minimum 6, von U.sf(f), folgt:
— 0(t) = 0y = const

— Mit Gln. (38,38): ¢, ¢ konstant

— Regulédre Prazession wie beim freien symmetrischen Kreisel

9.3 Zwei Beispiele

(o) Freier symmetrischer Kreisel als Uebung

(i) Schlafender Kreisel

e Stabilitdt der Rotation um 73, i.e. § =0
e 0 =0 bedeutet p, =p, =L
o Fiir < 1 gilt

L*(1 — cos6)?
Uesr(0) = % + Mgl cos + const
1
2026* 6> 3
_ — Mal— —
274 gl 5 + O(6°) + const (

I2Q0?  Mgl 0
81 2
Bedingung fiir Minimum bei 6 = 0:

2O’
41

AMgll,
I3

> Mgl oder Q? > =

e Rotation um vertikale Achse stabil fiir Q2 > €, instabil fiir Q2 < Qg
e Schlafender Kreisel:

— Vertikal rasch, ie. Q% > , rotierender Kreisel behilt Achse bei
(" schlaft”).

— Beginnt zu taumeln, wenn durch Reibung geniigend Rotationsenergie ver-
braucht, i.e. Q? < Q.

(ii) Anwendung auf die Erde

e Im allgemeinen kompliziert und interessant, hier nur ein Beitrag

e Erdkreisel nicht frei auf Grund der Gezeitenkrafte:
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o Gravitationskraft:
_ymM

ma
r2

Relativbeschleunigung an Punkten r und r + dr

yM yM
a= —
72 (r+dr)?
e Mit
L _ 1 — 22+ 322 +
TEwSE = o
folgt
2yMér
AGez = 3

e Da Gezeitenkrifte oc 1/13

— Effekt des Mondes 2 mal Effekt der Sonne
— Gravitationskraft Sonne = 175 mal Mond
e Bewirkt Prazessionsperiode von 26.000 Jahre. Bad news fiir Astrologie:

Sternzeichen haben sich seit Festlegung vor etwa 2000 Jahren um eins ver-
schoben :-)

Lessons learnt:
e Kreisel-Bewegungsgleichungen (leicht) aus Lagrange-Funktion ableitet
e Schwerer Kreisel:

— Losung durch ein-dimensionale Probleme fiir 6, ¢, 1.
— Prézessions- und Nutationsbewegung.
— Schlafender Kreisel, Schwellwertverhalten

— Erde: bad news for astrology

10 10. Woche: Lagrangesche Mechanik: Fiir Ge-
niesser

10.1 Noethersches Theorem
Emmi Noether x 1882, 1 1935

e Erinnere zyklische Koorddinaten:

Héangt Lagrange-Funktion nicht von Koordinate ¢; ab, so folgt fiir Lagrange-
Gleichungen (2. Art):

doL 9L _doL _
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und der kanonisch konjugierte Impuls

oL

ist erhalten.
e Beispiele:

— Sphirisches Pendel: ¢ zyklische Koordinate: z-Komponente des Drehim-
pulses erhalten

—

— Schwerer Kreisel: ¢ & 1 zyklische Koordinaten: Projektionen von L
erhalten

e Betrachte sphéarisches Pendel
. 1 .
L(0,0,¢) = 5mz2(92 + ¢?sin*0) — mgl(1 — cos 0)

Unabhangigkeit der Lagrangefunktion von ¢ bedeutet Invarianz oder
Symmetrie der Lagrange-Funktion unter der Transformation: Drehung um
z-Achse.

e Der Zusammenhang zwischen Invarianzen unter Transformationen oder
Symmetrien und Erhaltungssatzen gilt tiefer:

Noethersches Theorem:

Sei q(t) = (q1(t), ..., qr(t)) Losung der Lagrange-Gleichungen.

Ist Lagrange-Funktion invariant unter den Transformationen

qi(t) — q;(t, ), i=1,...,f

d.h.

so ist die Grofle

eine Erhaltungsgrofie.

Beweis:

e Sei durch
q= Q(t7 Oé), Q<t7 0) - Q<t)7 a€R

Schar von Bahnkurven gegeben, so dass gilt

L(Q(t’ (1/)7 Q(t’ Oz), t) = L(Q(t)7 Q(t), t)
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e Ableitung nach «. Da rechte Seite nicht von « abhéngt, folgt:

0 9,
_L v p— L pu—
s batt o).t ) = L)) =0
e Explizit (Rechnung stehen lassen):
/ .
0 = 2::<8q2804 +8qi8a)‘ i
B Zf: OL  d L\ 9y dL dg; 3)
N — dq;  dt 0g; 804 dt qu Ox »

wenn nun ¢(t) Losung der Lagrangeschen Bewegungsgleichung, so folgt:

0L 0g;
Tdt ( d4; 804) » T dt (Z (9q, )

e Beweis Ende

9q;
80( a=0

,  mit 7; =

a=0

Beispiel:
e Lagrange-Funktion in kartesischen Koordinaten

L(Fl,Fg,...,’I?N,Flﬂ?g,...,’f’N,t)
e Sei L invariant unter Translation-Transformation:
7i(t) = 7i(t, @) = Ti(t)+af, Vi, mit € beliebiger, aber fester Einheitsvektor

e Ist z.B. der Fall, wenn Potential U (7, ..., 7y) nur von Differenzvektoren 7; —77
abhangt.

1 -2 L L L .
255 m;t; —U(F — Ty .o T — T, o, TNZ1 — TN)

wegen
ri(t, a) = 75(t, ) = (7i(t) + ) — (75(t) + a€) = 7i(t) — 75(1)

e Hier (q1,...,q7) = (T1,...,7n)

T 8 =€
o a=0
und

N

aL — — = =GN

— €= m;T;€ = Pe
—1 or; ;
1= 3

ist erhaltene Grofle.
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e Da ¢ beliebig, ist P erhalten.

Ist das System translationsinvariant, so ist der Gesamtimpuls erhalten.

Wird Universum kein anders, wenn man es einen Meter nach oben verschiebt
=—> Gesamtimpuls des Universum erhalten

e Gilt Invarianz nur fiir speziellen Vektor €y so ist nur ]350 Komponente von P
erhalten.

Uebung Drehinvarianz
Uebung Erhaltene Groflen bei schweren Kreisel

Verallgemeinerung:

e Falls Lagrange-Funktion L nicht invariant, es aber gilt, dass

S Lfalt,a)d(t,0), 0

folgt analog zu Gl. (43)

e Und es gilt:

. _ Ogi
Zaql ?q(t)at>7 Ty = o

ist erhaltene Grofle

a=0

Beispiel:
e Betrachte Translation in der Zeit;

0q;

t—t+ «, folglich q(t,a) = q(t+ «), 7= P
o

=i

a=0

e Dann gilt einerseits:

0

8aL( qt+ ), §(t + ), t)

a=0 i=1
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e Andererseits gilt:
f
d oL oL oL
4 . _JL oL . oL ..
G000 = 5+ (Gt + 5a)

e Folge: Hangt Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit ab, so gilt:

Lt + 0t + 0)

d

_ EL(q(t)’q(t)), f(.) von oben = L(.)

a=0

und

L oL
Z —q; — L(q(t),4(t))  ist erhaltene Grofe.

e Déja vu Kapitel 6.2.1, Gln. (29,30,31):
Aus Zeitunabhangigkeit folgt:

T = mu(q)dd
kl

und damit ; ;
L T
> %qi g G =2T
=1 i =1 v
e Somit folgt
f
oL
—q¢;,—L=2T—(T-U)=F
95, ( )

e In kartesischen Koordinaten:

T; P

%

Aus Invarianz unter Zeitranslation folgt Energieerhaltung
Eine recht globale Aussage :-)

e Wird Universum kein anders, wenn man es eine halbe Stunde spéater ablaufen
lat = Gesamtenergie des Universum erhalten

Dimensionsbetrachtung:

e Translationsinvarianz im Raum = Impulserhaltung [zp] = mtem
sec
e Translationsinvarianz in Zeit = Energieerhaltung [tE] = %
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e Einheit jeweils 22m° — [Wirkung]

sec

e Folgt auch aus Dimensionsanalyse von Gl. (42)
Wirkung

e Wirkung ergibt sich auch bei
/ dt' L(g(t), (). ¢)
t

davon mehr im tibernéchsten Unterkapitel 10.2 Hamiltonsches Prinzip

e Wirkung in Quantenmechanik:
Unschérferelation:

Sei Az;, Ap; die moglichen Messgenauigkeiten von Ort und Impuls, so gilt:

h
Ax; Ap; > 5ij§

Der Zusammenhang ”Invarianz/Symmetrie — Erhaltungsgrofie” ist fundamental

Speziell Teilchenphysik
e Experimente legen Erhaltungssatze nahe:

Elektrische Ladung, Baryonen-Ladung, Isospin, ...

e Spiefl umdrehen:

Konstruktionsrichtlinie fiir Theorien, die diese Erhaltungsgrofien liefern

mussen.
10. Mo.

10.2 Das Hamiltonsche Prinzip
10.2.1 Funktionale und Variationsrechnung (fiir Fu3ginger)

e Vorbemerkung:
Wir betrachten im folgenden Bahnkurven x(t).
Alles gilt aber auch fiir Funktionen y = y(z) per t — x und = — y
Beispiel:
— Gegeben: Zwei Punkte (z1,y(x1)) und (x2, y(x2))
b (XA ) .
Ve
| L~
=
S
X

— Frage: Was ist die kiirzeste Verbindung zwischen den Punkten ?
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— Antwort: Grade Linie

Bay 2, Menge aller Bahnkurven ~: [t1,ts] — RY, t — Z(t) mit x(t;) = x4,
l’(tg) = X9

In folgenden identifiziere v mit z(¢) und seinen Anfangs- und Endwerten

Funktional I(7):

1) = [ @ FE0.F0), 16): B o B

t1

Aufgabe der Variationsrechnung;:

Gegeben Anfangs- und Endwerte Z(t1) = 71, Z(t2) = 2

Gegeben F(.,.,.) aus Problemstellung

Beispiel: F(Z(t)) = \/fQ(t), dann I(y) = fttf dt \/ f’Q(t) Bogenlédnge
Ermittele Bahnkurve #(t), die Funktional /() extremal macht.
ZEICHNUNG dazu

Analogie Differentialrechnung: Gegeben Funktion y(z), suche z,, das
y(x) extermal macht. y/'(z¢) =0

— Hier nicht Punkt zy, sondern Bahnkurve Z(t) gesucht

— Ab jetzt keine Vektorpfeile mehr
o Stetigkeit

— Bei Funktionen y(z):

y(x) stetig an xy, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass gilt

Aus |z —xo| < folgt  |y(x) —y(xo)| <€

— Sei 77(t) Bahnkurve mit 77(t1)= 7(t2) = 0
— I(7) stetig im "Punkt” Bahnkurve z(¢)

Aus [lan(t)]] < folgt  |[I(z(t) +an(t)) — I(z(t))] < e Vn(t)

mit Norm z.B.

lon(®)]i= ma jan(t)] oder [lan®)l| = [ lan®

t1<t<to t

e Differenzierbar:

— Bei Funktionen y(z): Differenzierbar an zy, wenn Grenzwert

i Y@ —ylwo) _ df _ I

Tz T — X dx

existiert
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— I(7) differenzierbar im ”Punkt” Bahnkurve z(t)

i L@(t) +an()) — I(x(t) _  df
a0 [lan(#)]] [ldan(®)ll

= I'(z(t)) Vn(t)

Ialt) + anft) - Ia(t) 4T N
[lan(®)]] & Tdanmy Snd va) - schwierige T

Aber Problem klar gestellt.

ZEICHNUNG dazu

e Daher: Definiere

r(t,o) = x(t) + an(t), mitn(t) =n(ty) =0
und betrachte

I(a) = /t Cdt Fa(t o), i(t, )
Fiir gleich:
dx(t, a) dr(ty, o)  dx(ts, )

da n(t), doe do

e Bilde Variation von I, d.h. wie andert sich I, wenn man mit « ein bisschen an

x(t) wackelt
51— L aa _/ dt (aFdx L oF dx) do
t1

=0

da Or doo 0% do
Mit
di _dde
da  dt do
folgt

oF dx OF d dx
5[—/t1 dt(&xda+%£%)da

e Nun 2. Term partiell integriert

2 OF d dx b2 oF d:z: OF dx|'
dt o == | dt (o ) o o
t 0z dt do t1 oz oz da

2. Term verschwindet, da 2 = 7(t) bei ¢ und ¢, verschwindet.

e Es folgt

e Der Ausdruck

or dtox)  ox

heifit Variationsableitung von F' nach x

(2 dory_or
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e Infinitesimale Variation der Kurve z:

ox = d—xda =nda
da
Ergibt
"2 OF  dOF
ol = dt | — ——— 196 44
/tl (E)x dta;e;) ’ (44)

e Nun das Argument:

— I(«) soll extremal werden.

— Das heift, I(«) soll sich bei infinitesimalen Variationen der Kurve z nicht
andern.

— Soll dies V Variationen dz gelten, so muss Klammer in Gl. (44) verschwinden:

Es folgt: Eulersche Differentialgleichung der Variationsrechnung:

I(~) wird extremal, wenn

e Beachte: Problem, dass es unendlich viele méogliche 7(t) gibt, ist gelost.

10.2.2 Hamiltonsches Prinzip

Setzt man fiir F'(x, 2,t) die Lagrangefunktion L(q, ¢, t), so erhélt man die Lagrange-
gleichung 2. Art.

4oL oL _
dt 0¢ 0q

Daher nennt man Lagrange-Gleichungen 2. Art auch Euler-Lagrange Gleichungen

e Merke: Was in Kapitel 6 mit Hilfe des d’Alembertschen Prinzips abgeleitet
wurde, ergibt sich hier aus der Variationsrechnung.

e Wirkungsfunktional

1) = [ a0

t1

Wirkung, weil L Dimension einer Energie, Zeitintegral dariiber hat Dimension
einer Wirkung

e Teilchen bewegt sich so, dass die Wirkung extremal wird. Analyse der
2. Ableitung zeigt, dass Wirkung in der Regel minimal wird.
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— Hamiltonsches Prinzip: Prinzip der kleinsten Wirkung
— System bewegt sich so, dass /(g) minimal wird
— Dies entspricht den Lagrange-Gleichungen 2. Art

— Diese entsprechen in kartesischen Koordinaten den Newtonschen Bewegungs-
gleichungen

— Formal:

Bahnkurve z(t) genau dann Losung der Newtonschen Bewegungsgleichungen

mi; = —V;U(x1,...,25)

wenn sie extremaler oder stationarer Punkt des Wirkungsfunktionals

I(x(t)) = / CL(a(t), i(0). 1)

t1

1st.

e Touch von Teleologie®, da I(q) globale GroBe. ”als ob”-Beschreibung

e Hamiltonsche Prinzip ist koordinatenunabhangig

— Gehe von Koordinaten z zu Koordinaten ¢ tiber, im allgemeinen
zeitabhangige Transformation

T = x(Q(t)> t)

— Transformation der Geschwindigkeit

Lolt) = Sata(t.) = Y 200 o001

)

— Wirkungsfunktional der Bahnkurve ~

() = / S atL(x(t), #(t), 1)

t1

— /jdtL(x(q(t))?Z%wqﬁ 6x(qa(;),t)’t)

7

_ /2 dtL(q(t),q(t),t)

t1

I(7y) héngt nicht davon ab, ob Bahnkurve durch = oder ¢ beschrieben
wird.

Lagrange-Gleichungen:

doL oL
Foi o - 0 (45)
doL oL
o a0 = ° (46)

Sgriech: télos: Ziel, logos: Lehre
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sind dquivalent, i.e. ¢(t) 16st Gl. (46) genau dann wenn x(q(t),t) Gl. (45)
l6st

e Analog: Fermatschen Prinzip ”Licht nimmt seinen Weg immer so, dass es ihn
in der kiirzesten Zeit zurticklegt”

1 [*
I(x) = E/ dx n(z), n(.) Brechungsindex, [I] =1
x1

10.2.3 Ein Beispiel
Der Kiirzeste Weg

e y(x) Formulierung

, dy  OF doF
Cdr oy  dx Oy

— ZEICHNUNG mit ds? = dz? + dy?, ds = \/da? + dy? = dw\/1 + 3/ (v)?
— Funktional ) N
I(y) :/ ds :/ dz/1+y' ()
1 1

Euler-Lagrange-Gleichung;:

Mit gy

doFr _d  y(x)

%(}g/ N dz 1/1—|—y/(x)

=0

— Losung:
y =const, y=axr+0b

e 1(t) Formulierung

— Funktional

t2 . .
I(m)—/ a i, L(x,it) = i

t1

— Euler-Lagrange-Gleichungen

doL 0L 0= d z
dt 0  Odr dt|il
- ‘z—| Tangenteneinheitsvektor, der langs der Kurve konstant sein muss:
Grade
Zusammenfassung
e Aufgabe der Variationsrechnung:  Extremalisiere Funktional I(z) =

[ dt F(x(t), @(t), t)

t1

doF _

e Variationsrechnung fiihrt auf 2& — = =
oz dt Ot
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e Ergibt, dass Lagrange-Gleichungen 2. Art Wirkungsfunktional I(q) =
[ dt L(q(t), §(t), 1) extremalisieren.

t1

e Ableitung von Theorien aus Extremalprinzipien hat sich als sehr fruchtbar
erwiesen.

e Darstellung sehr kompakt: Bewegungsgleichung aus 67 =0

Uebung zu Extremalprinzipien: Brachistochronen-Problem
Uebung: Lagrange-Multiplier
Erginzen: Hamilton-Prinzip und Lagrange 1. Art vorrechnen 10. Mi.

10.3 Mechanische Ahnlichkeit revisited
Hermeneutisches Problem
e Betrachte statt L(q, ¢,t) skalierte Version:

L'(¢,q,t) =vL(¢q,q,t), vE€R

e Bewegungsgleichungen

L or L or L oL
dor o doL 0 _W(da ‘9):0 )

dt 04 oq 'dtoq 'oq \dtog oq
Bewegungsgleichungen sind invariant unter Skalierung der Lagrange-Funktion
e Erinnere: Homogene Funktionen
e Annahme: U(q) sein homogen vom Grade k:

Ulagy, ..., aqf) = akU(ql,...,qf)

e Betrachte Transformationen ¢} = aq; t' = ft

Dann folgt
./ dq; a . kali der ki isch . Kk @2
4= "= qu, —  Skalierung der kinetischen Energie um Faktor E
e Somit )
o, a @ )
L(ag, Bq,ﬁt) = T(B%) —Ulag;) = @T(%‘) — a*U(q,)
e Wihle
o2
E =af,  oder f=a'F?

dann resultiert eine Skalierung der Lagrange-Funktion
a . o? , . oo
L(agq, Bq,ﬂt) = @L(q, G, t) =vL(g, ¢, t) = L'(g, ¢, t)

und Bewegungsgleichungen bleiben mit Gl. (47) unveréndert.
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e Ergibt geometrisch ahnliche Bahnen.

e Beispiel: Gravitation
1 t AE
Ur)ox -, k=-1, B=0a%? - = <&)
r q
Wieder 3. Keplersches Gesetz

10.4 Kanonisch konjugierter Impuls im magnetischen Falle

e Erinnere kanonisch konjugierten oder verallgemeinerten Impuls:

oL
b= 0

e Betrachte: Ladung in elektromagnetischem Feld

Lorenz-Kraft:
_ O
F,=e(E+ -7 xB)
c

Kommendes Semester: Es existieren Potentiale ¢(7,¢) und A(7, ), so dass:

BSxid B--vo_'21
c Ot

e [ir das Potential

Ur,it) = ep(r,t) — “A(r,t) - 7
c
und damit Lagrange-Funktion

1 - oo
L:—mfg—egzﬂ—EA-F
2 &

ergibt sich die Lorentz-Kraft.

e Somit

Verallgemeinerter Impuls im magnetischen Falle:

__ 0L .
p=-—=mr+

or

e

1

@)

”Teil des Potentials wandert in den kinetischen Teil”

e Vorschau: Wird Auswirkung in der Quantenmechanik haben
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10.5 Uneindeutigkeit der Lagrange-Funktion
e Betrachte Funktion M (q,t) und sei

p o d . oM . OM

L%%ﬂ—L@%ﬂ+aM@ﬁ—L@mﬂ+Z:%ﬂﬁ—&

e Bewegungsgleichungen:

dor oL d OL 0L (d 0 8)d

dt O, Oy dt 0qr,  Oqy

sind invariant.
e Ergo: Lagrange-Funktion ist keine physikalische Observable.

e Beispiel: Harmonischer Oszillator
1 1

L=T-U= imq'2 — émw2q2

Betrachte M (q,t) = %
2

d
L'=L+o0=L+q

Gibt die selben Bewegungsgleichungen.

e Invarianz der Bewegungsgleichungen, d.h. der beobachtbaren Physik,
bei Anderung der Lagrange-Funktion, heifit Eichinvarianz

Solche ” Anderungen” heiBen Eichtransformationen.

Wird in Elektrodynamik und Quantenmechanik wieder auftauchen

e Ferner sind Lagrange-Gleichungen unter Diffeomorphismen, d.h. umkehrbar
eindeutigen Abbildungen f(q), f & f~! differenzierbar, invariant.

Lessons learnt:
e Noether Theorem: Invarianzen/Symmetrien induzieren Erhaltungsgrofien

e Hamiltonsches Prinzip: Prinzip der kleinsten Wirkung, leicht teleologisch, aber
sehr fruchtbar

e Mechanische Ahnlichkeit gibt ohne jede Arbeit 3. Kepler Gesetz

e Lagrange-Funktion keine physikalische Observable, sondern intellektuelle Leis-
tung

e Generell: Lagrange-Formalismus: Von Behandlung von Zwangskraften zur
eigenstandigen Theorie
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11 11. Woche: Hamiltonsche Mechanik: Grund-
lagen

Sir William Rowan Hamilton % 1805 1 1865

11.1 Von Lagrange zu Hamilton

11.1.1 Legendre-Transformation
e Allgemeines Verfahren zum Wechsel von unabhéangigen Variablen
e Sei f(x) hinreichend glatte Funktion mit d*f/dx? # 0

e Definiere Legendre-Transformation £ der Funktion f(z)

0
L) = Do @)
: of
neue Variable u = 3 x = h(u) (48)

L(f(x)) = wh(u) = f(h(w) = (Lf)(u)

oder

(Lf)(u) =: g(u) =ux — f(x), x festgelegt aus u = 88x

e Wegen d?f/dz? # 0 eindeutig

5

e Anschauliche Interpretation:

g(u) ist der maximale y-Abstand zwischen f(z) und wz, kleiner Shift: darum
Beriihrungstransformation

e Mathematische Interpretation:

Legendre-Transformation: Unabhéngige Variable x wird durch neue un-
abhangige Variable u = % ersetzt.
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o Mit
(Lf)(u) =: g(u) = ux — f(z)
folgt:
Legendre-Transformation ist involutorisch

LLI() = Lol) = 2Lu—glu)

= zu—uzr+ f(z) = f(z)
e Bei mehreren Variablen

of
&ci

g(ur, ug) = w1 + use — f(x1, x2) E wix; — f(xy, x2) u; =

e Bei ausgewahlten Variablen:

of
8:13,-

g(uy, ug, x3) = urry + usxe — f(21, 0, x3), u; =

Differentiell, das macht es klarer:

e Fiir Differential von f(x) gilt:

df = of —dx = udzx,
ox
e Fiir von u = %, was anderes ist nicht da, abhangige Funktion ¢ gilt:
0
dg 8Z du = zdu.

e Bilde Differential von wax:

d(ur) = xdu + udx
Vergleich mit dg & df
d(uz) = dg + df

e Also
und

9(u) = ux — f(z)
e Mehrdimensional & differentiell fir f(z,y)

df = 8fd + g
3y
mit
T
oz’ Oy
dann
df (z,y) = udzr + vdy
d(ux 4+ vy) = udzr + xdu + vdy + ydv
dg(u,v) = xdu + ydv
Ergibt

dg(u,v) = d(ux + vy — f)

119



11.1.2 Mit Legendre-Transformation von Lagrange zu Hamilton

e Mit Lagrange-Funktion L =T — U gelten Lagrange-Gleichungen

e Verallgemeinerte, kanonisch-konjugierte Impulse:

0L
pi = 4,

= pi(q,q,t) p; enspricht u von Gl. (48), ¢; enspricht x

Lose analog Gl. (49) nach ¢ auf:
¢ =q(q,p.t)

e Definiere die Hamilton-Funktion als Legendre-Transformierte der Lagrange-Funktion

H(q,p,t)

konkret, mit ¢ = (q1, . ..

H(q,p,t)

7Qf)7 q:((h,

= LL(q,q,t)

7Qf)7p:(p1a

7pf>7 Di =

— L(q,4(q,p, 1), 1)

oL .
0¢; *

szqz ¢,

e In kartesischen Koordinaten, wenn Krafte nicht von Geschwindigkeiten
abhéngen (allgemeiner Fall, siehe unten), mit:

1 .
:Ezmiff—U<Fl7--'aFN)

oL L LD
= ——=mr;,, Ti=—
1 87/_.; 7 1 ml
folgt:
H<F17"'7FN7ﬁ17"'7ﬁN)
S (TN B P t) = LN T (P PP )
i
7.?N<7?17 FN)ﬁla"')ﬁN7t)at)
= Z&__Z 7’1,-~-,FN>

p;
= ZQT;i+U(F1,...,FN):T+U
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e Anwendungen in der Statistischen Physik:

Analog zu Paarung (¢, p) gibt es in der Statistischen Physik Paarungen (p, V'),
(5,T) und (u, N)

Verschiedene Energien in Abhangigkeit verschiedener Variablen
— Innere Energie: E(S,V,N)
— Enthalpie: H(S,p, N)
— Freie Enthalphie: G(T,p, N)

”Umschalten” mit Legendre-Transformation
11. Mo.

11.2 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen sind dquivalent zu den

Hamiltonschen Bewegungsgleichungen:

o0H
Op;
. OH
b = _aqi

e Beweis, eine Richtung:

Aus Definition von H:

H(q,p,t sz(,h (q.p.t) — L(q,4(q, p, 1), 1)

folgt

oH | dq; 0L 3%) _ oL
- = 4q5\4,p, t) + i - 5 = 4y, da - = Di
o, = Un(@p.1) Z (p oo, " D)~ 9 =ip

oH B4; oL oG 0L
dg; Z:pz 0; 8% Z 94;0q;  0Og;

Aus Lagrange Gleichungen

doL_oL
dtdq;  Og;
und kanonisch-konjugierten Impulsen:
0L
pj = 8—%
folgt:
OH  d oL

o~ @tog
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e Beweis, andere Richtung:

Analog folgt aus nochmaliger Legrende-Transformation (remember: involu-

torisch) :
L(q,q,1) Zpl q,4,t)¢; — H(q,p(q,4,1),t)
Mit
. OH
4= G
folgt
aqj Z dq; : Z op; 861] - 0g
und
dOoL _ . 0H 0L

dtdg; — 7 dq;  Oqj
Meditation tiber Hamilton

e System mit f Freiheitsgraden wird durch f Koordianten gy,...,q; und f Im-
pulse pi,...,ps beschrieben.

e Anfangsbedingungen:
Statt G(to) und ¢(t,) bei Lagrange nun ¢(to) und p{(t,) bei Hamilton

e Beachte: In Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

o0H . _8H
Ip; b= dq;

¢ =

sind ¢; und p; sind symmetrisch eigenstandig

e (¢, p) bildet den Phasenraum

e Zustand im Phasenraum eindeutig und

Hamiltonsche Gleichungen induzieren Vektorfeld

Z
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Fiir’'s Gemiit formaler:
e Lagrange:

— Konfigurationsraum der ¢ € R3V

— Bewegungsgleichungen: Differentialgleichungen 2. Ordnung
— Losung: q(t)

— Rolle von ¢(t)

* (f(O) geht als Anfangsbedingung ein, hat dann aber seine Schuldigkeit
getan, denn ...

* q(t),t > 0 ist abgeleitete® GroBe

e Hamilton

Phasenraum (¢, p) € RSN

— Bewegungsgleichungen: Differentialgleichungen 1. Ordnung

i (20)

— Rollen von ¢(t) und p(t) komplett gleichberechtigt.

11.2.1 Beipiele
(i) Harmonischer Oszillator, eine Dimension:

e Potential:

2
Lagrange-Funktion:
1 1
L(g,q) =T = U = 5mg* — Smw’q’
e Verallgemeinerter Impuls:
oL . /
p = 5> =Ny, qg=p/m
9q

e Hamilton = Legendre(Lagrange):

H(q,p) = L(L(g,9)) = d(p)p — L(q,4(p)) = q(p)p — %Wi(p)z + 1mwzq2

2
2 2 2
p 1 p 1 2 2 p 1 2 2
— 2mm2 + 2mw q 5 + Qmw q +
e Bewegungsgleichungen:
0H OH
dp m dq
Mit )
D
q —_
m
Erwartungsgemasf:
qg= —w2q =0

SWortspiel-Verdacht
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e Hamilton-Funktion ist hier identisch mit Energie, die erhalten ist.

2
p 1 2 2
H=F=-—+—
2m+2qu

definiert Ellipsen mit Halbachsen:

2
5 \/E, b=vV2mVE
mw

a =

4y

A
Nk

(ii) Magnetischer Fall

e Erinnere Lagrangefunktion im elektromagnetischen Fall (¢ = 1):

. 1 . i
L(q,q) = §mq2 +eAg — e¢

e Kanonischer Impuls # kinetischer Impuls mq

L
pzﬁ—_:mQ—i—eA
dq
aufgelost nach ¢
1
L4
¢=—(p—ed)

e Legendre-Transformation:

H(q,p) = pi(g.p) — L(q),d(q,p))

= — = — —i—e(b
m m 2m m 2m m m
2 212
P peA e“A 1 9
— = £ — — (p—¢cA
2m m 2 +e¢ 2m<p ¢ ) t+e¢

e Merken fiir Quantenmechanik
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11.2.2 Hamiltonfunktion, Energie und Erhaltungsgrofien

o Mit
folgt
O _~0,  §~OLOG 9L _ oL
or Lo T Log o0 o o

o Mit GL (28)
f
d L oL oL
- L) = 2= -
dt (; 9 " ) ar W opi=ge

folgt aus Definition von H

dH  d oL oL  OH
at  dt (j{: g ) ot~ ot
Ergo:

H nicht explizit zeitabhangig, d.h. zeittranslationsinvariant = H = const

e Hingt T nur quadratisch von ¢; ab, dann ist Hamiltonfunktion

H(q,p) =T(q,p) +U(q)

gleich der Energie

e Das ist bei holonom-skleronomen Systemen mit konservativen Kraften der Fall.

Folge: Man braucht Hamilton-Funktion nicht iiber Legendre-
Transformation der Lagrange-Funktion bestimmen, sondern einfach aus
H=T+U

e Zyklische Koordinate: Hangt H(q,p,t) nicht von ¢; ab, so gilt:

OH

90 0 folgt p; = const, Erhaltungsgrofie
4q;

11.3 Theorem von Liouville

e Divergenz und Rotation am Beispiel V-E = divE = 47p(7), V-B = divB = 0,
V x B =rotB = 422 1 J diskutieren

= 25

e Integralsatze anschaulich diskutieren
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e Betrachte Vektorfeld ', das durch Hamiltonsche Gleichungen induziert wird

= (5)
P

und seine Divergenz

L 9 0. .., 0 0 0H OH, OH OPH

Satz von Schwartz

e Folgt:

In Hamiltonschen Systemen ist das Phasenraumvolumen ist erhalten.

e Diese Einsicht ist nur im Hamilton-Formalismus moglich.

e ZEICHNUNG fiir Harmonischen Oszillator

11.4 Poissonklammern

e Betrachte Zeitentwicklung einer Grofle A(q(t), p(t),t)

d oA 0A 0A
2A = — 904t 5P
I (q(t),p(t), 1) ot * Z (8qi G apipl)

%

%"‘Z 0AOH B 0AOH
ot - 0q; Op;  Op; Og

e Definiere

Poissonklammer zweier Funktionen f(q,p,t) und ¢(q,p,t) auf dem Phasenraum

{f.9} = Z <8qz- op;  Op 8%)

e Ist A nicht explizit zeitabhéangig, so Zeitentwicklung durch:

S A(a(0), () = (A, H)

A(q(t),p(t)) ist genau dann erhaltene Gréfe, wenn {A, H} =0
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e Beispiel: Radialsymmetrisches Potential

In Kugelkoordinaten, mit kanonisch konjugierten Impulsen p,, pg,p,

1 2
H——(p$+@+ by >+U(r)

2m r2 " r2gin0

folgt fiir Drehimpluskomponenten L;

Drehimplus erhalten.

Beweis als Uebung

e Bewegungsgleichungen:

dq; OH  0q; OH oH |
{qj,H}zz(qg 4 )_ g

dq; Op; - Op; 0g; B a_Pg B

. H = — ’ IV
{p]7 } ZZ: (an 8]31 8}% 86]1) aQJ pi

e Aber auch
{ai, i} = 04
Daraus wird in Quantenmechanik die Unscharfe-Relation

und aus {.,.} der Kommutator |.,.]
o Es gilt
{AvB} = _{B>A}
[AB+C} = {4, B} +{4,C)

{A,BC} = {A,B}C +{A,C}B
{A{B,C}} +{B,{C,A}} + {C,{A,B}} =0 Jacobi-Identitét

Lessons learnt:
e Legendre Transformation: Wechsel der unabhéngigen Variablen

e Hamilton = Legendre (Lagrange)

Hamiltonsche Bewegungsgleichungen induzieren Vektorfeld im Phasenraum

Liouville: In Hamiltonschen Systemen ist das Phasenraumvolumen erhalten.

Poisson-Klammer mit Hamiltonian bestimmt die Zeitentwicklung von Observablen

Bitte alles merken fiir Quantenmechanik
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12 12. Woche: Hamiltonsche Mechanik: Fur Ge-
niefler

12.1 Hamiltonsche Gleichungen aus Variationsprinzip

Hamiltonsches Prinzip revisited

to
51:5/ Lat =0, 06— dal
t oo

ol 0 .
ol = da% = da%/ (Z:pi%’ — H(q, p, t)) dt =0

da/z<8piqi+p0qi OH 0qg; 8H6pi)dt:0

Oa "Oa dq; Oa B Jp; O
Mit .
/pz(‘)adt_ /pldté@alt_pZ dac,, /paadt
=0
und 5 5
di Pi
—d —d
0g; =daz—,  Opi=dap”
folgt:

oo ) o120 -

Da Variationen ¢ und dp unabhangig, miissen beide Klammern verschwinden, et
voila:

_8H .‘__8H
_api’ b= dq;

Fundamentaler Unterschied zu Lagrange:

G

e Lagrange: Zwar ¢(0) und ¢(0) unabhéngige Gréflen, aber danach ¢(t) von ¢(t)
abgeleitete” Grofe.

e Darum nicht unabhangig variierbar.
e Hamilton: ¢(¢) und p(t) gleichberechtigt unabhéngig

e Darum einzeln variierbar.

Das ist Unterschied zwischen Dynamik 2. Ordnung im Konfigurationsraum bei
Lagrange und Dynamik 1. Ordnung im Phasenraum bei Hamilton

"Wortspielverdacht !
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12.2 Kanonische Transformationen

e Trivialfall der Hamiltonschen Gleichungen: alle Koordinaten sind zyklisch

e Hangt von Wahl der Koordinaten ab. Erinnere Pendel, keine zyklischen Ko-
ordinaten bei ¢ = (x,y, z), aber zyklische Koordinate bei ¢ = (r, ¢, 0)

e Ziel: Finde Transformation, so dass moglichst viele Koordinaten (oder gar

alle) zyklisch sind

Kanonische Transformation:

e Sei
Qi = Qi(Q7p7t)
Pi = Pi(Qap7t)
H(g,p) — K(Q,P)

e Forderung: Transformation mufl die Hamiltonschen Gleichungen invariant
lassen, d.h. gilt

. OH .__8]—[
q_ap17 b= dq;
so gilt auch
. oK . oK
Rl ) 2 —
Qi P =50,

Alte und neue Koordinaten miissen

5/ (ZPiQi—H(Q;p7t)) dt =0,

resp. 5/ (ZPQ, K(Q, Pt)) dt =0

erfiillen
e Erinnere Eichfreiheit der Lagrange-Funktion fiir £M(q,t)
Wiéhle hier ®(q, @, t) (das ist ein Spezialfall)
e Damit
d
iqi — H(q, p, PQ; Pt)+ —d t
Xi:p G — H(q,p,t Z Qi — K(Q, Pt) + = 0(q, Q1)
® Setze d 9B 9D . 0D
Za(q,Q,t) = Z 5, 1+ 92
o 9% 0% 0%
i — li = b, i+ H - K+ —
Zi:(p aqi)q Z( +8Q1>Q+ "o
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Gleichung erfiillt, wenn
0P(q, Q,t
pi = % (50)
09(q, Q,1)
P = —- 51
20, (51)
0%(q,Q,1)
K = H+ ——= 52
L (52)
Gleichungen aufgelost ergibt:
H(g,p) — K(Q,P)
®(q,Q,t) heiBt Erzeugende der Transformation
Beispiel
e Harmonischer Oszillator )
H = 2p_m + mw?q? (55)
Wiéhle klug:
mw
P(q,Q) = 7612 cot Q)
Mit Gln. (50, 51)
d
= %(;Q) = mwq cot Q (56)
09(¢,Q) _ mw ¢
j2) _ = 57
0Q 2 sin?Q (57)
e Aus Gl (57):
[ 2
q= m—w\/FSiHQ (58)
Damit aus Gl. (56)
p = V2mwVPcosQ (59)
e Eingesetzt in H, Gl (55)
K=wP

e Resultat: @ ist zyklisch.
P =const, Q=wt+p
e Riickeingesetzt in Gln. (58, 59) gibt das bekannte Resultat

e Bemerkung: @);, P; miissen nichts mehr von ”Orten” und ”"Impulsen” an sich
haben.
Fir
(q.Q) = ¢Qi gt Qi=p, P=-q
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12.3 Hamilton-Jacobi

Der einfachste Hamiltonian ist der, der identisch verschwindet
e Dann gilt
Q; = consty, P, = const,
Die kanonische Transformation, die dieses leistet sei W(q, @, )
e Mit Gl. (52) gilt

oW (q,Q,t)
ot

Mit Gl. (50) und Q; = const, folgt fiir W(q, Q,t) = W(q,t) = W:

+>}f(q7pat):: 0

Hamilton-Jakobische partielle Differentialgleichung fiir W:

ow ow ow
—+ H —_— ., — | =

e Betrachte zeitunabhangigen Hamiltonian

e Folge: W linear in t:

Wi(q,t) = S(q) — Et, W wie Wirkung

Hamilton-Jacobi:

oS oS

H(q,—,...,—) _
Iq1 dqy

e Geometrische Interpretation in kartesischen Koordinaten (x,y, 2)

W(z,y,z,t) = S(x,y,z) — Et

e S = const bedeutet feste Flache im Raum, verschiedene Konstanten geben

\ H g
\ : S=4E
p \ ! |
. \ \ ! |
\ S=3F
\

\
\

\ !
|

-

S=2E

—_— L=

. ]
I
|
]

]
A
!

verschiedene Flachen
W = const bedeutet bewegte Flache im Raum

Flache W = const wandert tiber Flachen S = E 2F| ...

Analogie zu Welle mit sin(kx — wt)

e Wellenphanomen, Wirkungswellen
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e Impuls

In Vektorform

ZEICHNUNG

oW 9s
ox;, Ox;
VW = VS

S = const.

Bahnkurven sind orthogonale Trajektorien® der Wellenflichen 7 =const, bzw.

e Hamilton-Jacobi + Eikonal-Gleichung (next Semester Elektrodynamik) —-
Schrodinger-Gleichung.

12.4 Integrable Systeme und Hamiltonsches Chaos

e Erinnere Zwei-Korper-Problem, Starrer Korper, Spharisches Pendel:

e Losungen jeweils Schwingungen

e Grund: Durch Erhaltungsgrofien ”Erste Integrale”

e ZEICHUNG

Man kann zeigen:

Existieren fiir ein System mit p-dimensionalen Phasenraum p/2 FErhal-

tungsgroflen F;, fir die gilt

so ist das System integrabel und die Losungen stellen Schwingungen dar.

{Ei7 Ej

}=0, Vi,j

Losung lebt auf (deformiertem) Torus.

Beispiel 1:

e Konservative Bewegung in einer Dimension

Nutze Energieerhaltung

“Erstes Intregral”

t

xdt!

1 .
577152 + U

(x) = E = const

i = £/2/m(E — U(z(?))

x

to 2/m(E = Ux(t))  Jow /2/m(E—T

dx’
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o Ergibt: x = z(t; E, x¢), vo = /2/m(E — U(xp))
e Dimension Phasenraum: 2

e Erhaltungsgrofie: 1

—
-
—
——
—

L=
—

f =
T =

™
LA

%
|
|-
|

Beispiel 2:
e Zwei-Korper-Problem
Dimension Phasenraum: 12
6 Erhaltungsgrofien
— Energie I/
— Gesamtimpuls P

— Drehimpulsbetragsquadrat L2

— z-Komponente des Drehimpulses L,. Bemerkung, warum nicht L
Folgt: Integrabel
Gegenbeispiel:
e Drei Korper Problem (Poincaré um 1900)

e Dimension Phasenraum: 18

Anzahl Erhaltungsgrofien: 6

Bewegung nicht auf Torus

Bewegung kann chaotisch sein:
Kleinste Anderungen der Anfangswerte kann zu sehr verschiedenen Trajekto-
rien fithren

Warum dann aber Sonnensystem so stabil 7
Theorem vom Kolmogorov, Arnol’d, Moser (KAM-Theorem, 1940)
Fuiganger-Version

e Betrachte integrables System mit Hamilton-Funktion H

e "Schalte” Hamiltonsche Storung ”sachte” hinzu, ergibt kleine Storung H;

Gesamt Hamiltonian:
H = H(_) + EHl
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e Beispiel fiir Storungstheorie

— Betrachte ungestortes System
— Lose seine Bewegungsgleichung, hier: Bewegung auf Torus
— Untersuche Auswirkung von Stérung

*x Parametrisiere Storungsstarke mit e
* Untersuche Auswirkung in Abhéngigkeit von e

— Anwendungsbereich: Praktisch alles jenseits des harmonischen Oszilla-
tors und Zwei-Korper-Problem, d.h. ubiquitar

— Beispiele
* Klassische Mechanik & QM : Anharmonischer Oszillator
2

mw
+—q + €

2
q_ P
2m 2

* StatPhys: Ideales Gas <= Realles Gas

e Ergebnis hier:

Torus des ungestorten Systems wird nicht notwendiger Weise zerstort, sondern
eventuell erst nur deformiert.

Zerstorung hangt ab von

— Starke der Storung

— Frequenzverhaltnis des ungestorten Systems zur Storung, je irrationaler,
desto stabiler

e Beispiel Jupiter-Ringe und Asteroiden-Ringe, Trojaner, Librationspunkte

\'\,Roche Grenze: Gezeitenkrifte = Gravitation
N

4
R
8}

S
o
Saturn @

Dichte der Asteroiden

r 3

&

&
&

A VAN N |

4 72 3 512 2 312 1l w/w

Jdupiter
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Lessons learnt:

e Kanonische Transformationen fihren zu Hamilton-Jacobi

Welleninterpretation von Hamilton-Jacobi = Schrodinger Gleichung

Gibt es dim(Phasenraum)/2 Erhaltungsgrofien, lebt das System auf Torus

Sonst kann es chaotisch sein

Good News: Muss es aber nicht (”sofort”)

e Variationsrechnung macht fundamentalen Unterschied Lagrange zu Hamilton klar

13 13. Woche: Dissipative Systeme

e Bisher im Zentrum: Konservative, Hamiltonsche Systeme

e Beschreiben abgeschlossene Systeme, i.e. kein Energieaustausch mit Umwelt

e Ausnahmen (offene Systeme):

— Pendel mit verdnderlichem Aufhéngepunkt & Pendellinge (Schaukel).
— Dissipative Systeme mit Reibung oc —h(|0])7: lim;_ ¢(t) =0

Jetzt dissipative Systeme mit lim;_, G(t) # const

13.1 Grenzzyklen
Van der Pol Oszillator (1926):

&= pu(l —2?)i — wir, p > 0.
I'l = T2
iy = p(l—a%)xy —wim

mit x; Ort und x5 Geschwindigkeit.
Beschreibt Schwingkreis mit nichtlinearer Triode
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VDP , mue=5

"vd'p.dat" using I1:3 —

L 1 1 1 1

1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Der Effekt:
x22-Term:

e 1? < 1: negative Dampfung: System nimmt Energie auf (Batterie)

e 72 > 1 Dampfung wird aktiv: System gibt Energie ab (Widerstand)

(Lokale) Stabilitétsuntersuchungen:

e Fixpunkt:
T =f(@)=0
Fiir van der Pol:
0 = i)
0 = p(l—a}) s —wiz

Fixpunkt: 27 =25 =0
e Stabilitat des Fixpunktes: Linearisiere Dynamik um Fixpunkt
Mit
$1:$>{+j'1, $2:$;+i'2

af1<x>{ax;)i, +8f1($>{,$§) ~

(@} + &) = ai+i1 = fi(@}+in, 23+is) ~ fi(z], 23)+ 1 Ty+0(7%)
61‘1 81‘2
> iy ~ x|~ * |~ * % 0 l'*,ZL‘* ~ 0 ZL'*,I* ~ ~
(x5 + T9) = xb4+To = fo(a]+T1, 25+T2) = foa], x5)+ fQE?xl ) 1 fz(a; 2)x2+0(x2)
1 2

Ergibt mit I= ( " )

5 ofi  Of

= 9 F) = _ = .

=\ 9n of T =Ax lineares System
8131 Bmg T+
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e Losung:

IS
&

1
(0)e, M =1+ At + §A2t +...

(t) =
Die Eigenwerte A\; 2 von A legen das qualitative Verhalten fest:

71(t) = a1 cos(Im(A)t + b1) + eIt cos(Tm(Ao)t + by)

e Allgemein:

— Alle Realteile negativ: stabil
— Eigenwerte reell: rein exponentiell
— Eigenwerte complex: Spirale

— Eigenwerte rein imaginar: Wirbel

Mit Skizze Phasenraum und Zeitraum

Realteile | Imaginarteile Bezeichnung
- - 0 stabiler Knoten
+, + 0 instabiler Knoten
+, - 0 Sattelpunkt
- - # 0 Stabiler Strudel
+, + # 0 Instabiler Strudel
0,0 # 0 Wirbel

Fir van der Pol:

e Fixpunkt:
0 = i)
0 = p(l—a}) s — Wiz
bei (0,0).
[ ]
(o)
ox| —wh

7 %
)\172:§:|: Z—w%

— Realteile positiv, Fixpunkt ist abstoflend
— 1 < 2wy komplex, p > 2wy reell
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ZEICHNUNG dazu

Globales Verhalten
x2-Term:

e 7% < 1: negative Dampfung: Fixpunkt bei (0,0) abstofiend
e 72 > 1 Dampfung wird aktiv

e Folge: Attraktor, in diesem Falle: ein Grenzzyklus

Unabhangig von Startwerten nahert sich jede Trajektorie einer eindimension-
alen invariante Menge. Potentialinterpretation.

e Liouville-Theorem nicht erfilllt. Phasenraumvolumen wird vernichtet. Von
zwel Dimensionen auf eine Dimension.

ZEICHNUNG dazu

e Physikalisch: Offenes System
Nicht im Gleichgewicht mit der Umgebung

— Kleine Amplitude: Energie flieit rein
— Grofle Amplitude: Energie wird dissipiert

Vergleich: Hamiltonsches System: Harmonischer Oszillator

e Dynamik
Lt‘l = XT9
.1"2 = —(J.ng'l
e Fixpunkt: (0,0)
e Stabilitat
of 0 1
A= o7 ) o ( —wg 0 >

_>\ ]_ o 2 2
det (—w% _)\>—)\ + Wy

)\172 = :l:in

e Store die Form der Dynamik leicht:

71 = x5 nach (1+€)wy — €am1 + €30109 + 42779 + ...
Ty = —wir; nach —(wi+es5)r+ ...

bis auf Nullmengen der Stérungen = Ay;, Ay # 0

und damit

R@(}\LQ) 7’é 0
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Also:

Die (integrable Hamilton’sche) Wirbel-Losung ist nicht stabil unter allge-
meinen kleinen Parameteranderungen.

ZEICHUNG: Deformation der Wirbel
ZEICHUNG: Deformation der stabilen Strudel

Folge des Theorems von Liouville: Hamilton’sche Systeme koénnen keine
Grenzzyklen bilden

Poincaré-Bendixson Theorem:

In zwei dimensionalen Systemen kann es nur Fixpunkte oder periodisches Ver-
halten geben

Beweis: Eindeutigkeit der Trajektorien

13.2 Chaotische Systeme

An einem Beispiel:
Lorenz (1963) Deterministic nonperiodic flow. J. Atmos. Sci.

Lorenz wollte die Schwierigkeit der Wettervorhersage verstehen.

Er suchte nach Trajektorien, die nicht gut durch lineare Oszillationen vorher-
sagbar sind.

Diese sollten moglichst aperiodisch aussehen.

Die Atmosphare vereinfacht

Quader

von unten (Erdoberfliche) geheizt

von oben (Weltraum) gekiihlt

darin Fluid, im wesentlichen Wasserdampf

Rayleigh-Bénard Konvektions Experiment

ZEICHNUNG Rayleigh-Bénard Experiment, Rollen

Widerstrebende Krafte

Leicht unten vs. schwer oben

Warmeleitung vs. Konvektion

Herleitung des Lorenz-Systems
Man nehme
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e die Navier-Stokes Gleichungen, Newton fiir Hydrodynamik

A = - .
pd—: = F — Vp+vV?7, p Dichte, p Druck, v Viskositat
auf ersten Blick linear, aber mit
dv - ov
(DT + —
i~ VT 5

die Substantielle Ableitung, die die wesentliche Nichtlinearitdt enthalt

e die Wameleitungsgleichung

T -
%_t = kV?T Kk Wirmeleitfahigkeit

e und die Kontinuitatsgleichung

op
yn + div(p?) =0

e Viel Technik

e Einfiihren einer Fouriermodenentwicklung mit Beibehalten der Terme niedrig-
ster Ordnung.

Das fiihrt auf die Lorenz Gleichungen
© = o(y—uz)
) = —y+a(r—2z)
z = xy—bz
o: Prandtl Zahl: Viskositat v/Warmeleitfahigkeit
b: typische Langenskala, (Breite einer Rolle)/(Hoéhe des Fluids)

r: proportional zur Rayleighzahl ~ (1/kv) AT (externe Energie)/(interne Dissi-
pation), der Kontrollparameter

x: proportional zur Konvektionsgeschwindigkeit

y: proportional zur Temperaturdifferenz zwischen aufsteigender und fallender
Stromung

z: proportional zur Abweichung vom linearen Temperaturverlauf.

140



—
—
—

: A ATATAT AT
L:iq T
1 { =1’
i . - Jit
| €=t / N
Pl
X
- N
. il i | —t
{V
“E=1?:""‘** S5 e Y :
“’v i — ‘"N,,'Tf—r"' .,, S — - ]

x, y-Komponente ist Ohrenwechsel-Chaos
z- Komponente ist Amplituden-Chaos

(Wahre) Anekdote:

e Lorenz lie§ Simulation laufen.
e Ergebnis sah komisch aus.

e lief3 iiber’s Mittagessen noch mal mit etwas weniger Genauigkeit der Startwerte
laufen.

e Ergebnis: Vollig verschiedene Trajektorie.
fir o =10, b=8/3, r = 42
(0)=4.032273
y(0)=5.984860
(0)=15.896503
(0)=4.0322
y(0)=5.9848
(0)=15.896

”Schmetterlingseffekt”

e Lorenz suchte nach deterministischen Trajektorien, die nicht gut mit
linearen Oszillatoren vorhersagbar sind.

e Diese sollten moglichst aperiodisch sein.

e Was er fand war, dafl diese aperiodischen Losungen sensitiv von den
Anfangsbedingungen abhangen.

—

Fiir das Phasenraum-Volumen von Dynamischem System Z = f(Z) gilt allgemein:
d

v Qv T g dfi
dt—/vdxdlvf(x)—/vda:;axi
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Fiir Hamilton’sche System gilt dV/dt = 0, fiir dissipatve dV/dt < 0. Fiir das
Lorenzmodell

& = o(y—uz)

— —y+a(r—2)
z = xy—bz
gilt
‘z_‘;:_(g+1+b)‘/<0, (6 >0,0>0)
oder:

V(t) — V(O) ef(a+1+b)t

e~ (@14 ~ 1076, also ganz schon heftig.

"Lebensraum” des Systems
e Nicht 3D
e Nicht effektiv 2D, Poincaré-Bendixson Theorem: Periodisch

e Dimension 2.06, Fraktaler Attraktor

Definition Chaos (Wortschopfung Li&Yorke 1975): Beschrénktes, ape-
riodisches Verhalten eines deterministischen Systems mit empfindlicher
Abhéngigkeit der Trajektorien von den Anfangsbedingungen.

Fiithrt in der Regel zu fraktalen Attraktoren

Lessons learnt:
e Dissipative Systeme: Phasenraumvolumen nicht erhalten
e Grenzzyklen: Dissipative Systeme mit periodischem Attraktor

e Chaotische Systeme mit sensitiver Abhéngigkeit der Trajektorien von
den Anfangsbedingungen und fraktalen Attraktoren

13.3 Abschluflbemerkungen

Fragen:

e Wer hat Script genutzt 7

e Wer hat mitgeschrieben ?

Priifungstipps geben
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