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Einleitung

Org-Krams:

Zusammensetzung der Horerschaft

e Einordnung der Vorlesung

e Ubungen Do. auf Do., wer braucht sie in Hardware ? Viele Stunden darauf
verwenden. Nicht versuchen es mit Google zu losen. Wird zu Katastrophe
fithren.
Abgeben in 2er-Gruppen.

e Wer braucht Priingsleistung, Klausur, miindliche Priifung ?

e Scheinkriterium

e FOLIE Inhaltsverzeichnis

e Bemerkung Vektorpfeile und Nomenklatur

e Fragen bei Unklarheiten, Studentenevaluation

e Bitte piinktlich kommen, Handys aus

e Hermeneutisches Problem

e Skript

Literatur:

e K. Meyberg, P. Vachenauer. Hohere Mathematik 1

e W. Nolting. Theoretische Physik 1: Klassische Mechanik

e R. Feynmman. Feynman Lecture, Band 1

Klassische Mechanik ist grundlegend fiir

gesamte Physik

— Formaler Rahmen der klassischen Physik
— Grundlage und Unterschied Quantenmechanik

— Unterschied Spezielle und Allgemeine Relativitétstheorie

Technik: Maschinen- und Briickenbau



1 Taylor-Entwicklung

Motivation:

Wie erhélt man ohne Computer einen brauchbaren Wert von sin(1) ?

e Antwort: Approximiere sin(z) durch Polynom 5. Grades, ndmlich

x> b
sin(x) ~ z — a1 + S 5 ()
Ergibt fiir x = 1:
1 1 101
in(l) 1 — -+ — = — = 0.841666...
sin(1) 6120 120

e Wahrer Wert: sin(1) = 0.8414709.... Fehler kleiner als 1/1000

e Niherung wird durch héhere Polynom-Ordnung immer besser

sin(z) ~ x-— 31 + T P;(x)
3 5 7 9
. i X T X
sin(x) =~ I_§+§_W+§_‘ Py(x)
sin(x)
P5(x)
P4(x)
Py(x)
—41r _3'1_[ _2'1_[ _1'“ 0 1 2m 3m 4m

FOLIE



e Wir werden sehen:

. o - (_1)n 2n+1
sin(z) = Z 21 x

n=0

Bedeutung;:

e Ist eine Funktion hinreichend glatt, d.h. haufig genug differenzierbar, so 1af3t
sich das globale Verhalten aus dem lokalen Verhalten beschreiben.

Approximation:

e Man kann zeigen: Fiir jedes fest vorgegebene xq € R konvergiert die Reihe
> (2;—}:11), ?"*1 und zwar gegen sin(xg).
e Anders ausgedriickt:

Sei

(D" e
Py (x) := Z 2n T 1 x

n=0

Sei 29 € R und € > 0 vorgegeben. Dann gibt es eine Zahl N, so dass gilt:
|sin(zg) — Py(z0)| <€ VN >N

e Interpretation:

Approximation durch Polynome mit jeder gewiinschten Genauigkeit.

e Approximation durch Polynome ist giinstig, da diese am einfachsten zu dif-
ferenzieren und integrieren sind.

Formaler:

e Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

[ rae = g+ 1) fieo) )

Zo



e Substituiere mit z = a9+ h —t

e Erinnere Substitutionsregel

b g(b)
/ F(9(2))g (x)dx = / L

Ergibt
zo+h 0
/ f’(a:)dq::/ Flao+h—1) —dt / P (2o + h— t)dt
zo h

e Erinnere partielle Integration:

/ F(2)g (@)de = f(2)g(@)]’ — / f(@)g(a)dz

e Partiell integrieren, f — f’, ¢’ — 1 liefert, innere Ableitung nicht vergessen:

h h
/ f(wo+h—t)dt = [f(vo+h—1) t]g — / [ (xo+h—1t)(—1)tdt
0 . 0
= fl(xo)h + / f"(xo+h—t)tdt
0
Nochmal partiell integrieren
h 2
/0 f/<l’0 +h— t)dt = f/(.l’o)h + |:f (SC() + h — t) 2:|
0
h £2
" h _ _d
+/0 " (xo + t)—dt
= flzo)h+ f"(z / " (x +h—t) dt

e Ergo, mit Gl (1) und weiterem partiellen Integrieren:



flxo+h)— flxg) = fl(zo)h+ f( xo /f'" —l—h—t) d

- = f’<x0>h+f<xo>h + )+

Pt h) = (o) + 'z + f"(x) s +

- 1
f(xo+h) = E n_ (2)
n=0

e Grundsitzliche Voraussetzung: f(x) beliebig haufig differenzierbar

e Ist f(z) ein Polynom, bricht die Reihe nach endlich vielen Termen ab

e Konvergenz der Reihe Gl. (2) nicht notwendig gesichert.
Konergenzverhalten

e Definition: Sei f(x) hinreichend oft differenzierbar.

Dann ist
N ) (g
Thton,a) = 3

das N-te Taylor-Polynom von f(z) am Punkt z.

e Es gilt

f(z) = Tn(xo,7) + Ry11()

mit dem Restglied

1
Ryi(z) =

= / a8 (@ — 1)

h"

3

h
.To)_ +

2-3

n

h
(n) =
.+ f (xo)n!+...



e Satz: Lagrange’sche Form des Restglieds

3 £ zwischen ¢ und z, so dass fiir das Restglied gilt:

_ )

Ryii(z) = (N + 1) )NH

(x — xg

Beweis per Mittelwertsatz der Integrationsrechnung, siche Ubung
Es gibt drei Moglichkeiten:
a) Rni1(z) divergiert fiir N — oo = T'(x¢, ) divergiert :-(
b) Ryy1(z) konvergiert gegen R(x) # 0 = T'(xo, x) konvergiert, aber nicht gegen
f@) =
¢) Ryi1(x) konvergiert gegen R(x) = 0 = T'(x¢, ) konvergiert gegen f(z) :-)
Dann heifit Funktion analytisch.
Beispiele
e Sinus, Entwicklungspunkt xq =0
Erinnere:

sin’(x) = cos(x), cos'(z) = —sin(z)

Ergibt:

sin@(0) = 0, sinV(0) = 1, sin®(0) = 0, sin®(0) = —1, sin®(0) = 0, sin®(0) =1, ...

Damit: (

")(O) 1

Sin

T § n E : 1)" 2n+1
(0,) nl < (2n + 1)!( J'a

n=0 n—=
Man kann zeigen: Fall ¢) = sin(z) = T (0, x)

e Cosinus

Analog zu Sinus, Ubung

cos(z) = 3 ﬁ(-gwn

n=0

Fall c)



e Exponentialfunktion, Entwicklungspunkt zy = 0

Es gilt

exp™(x) = exp(z), insbesondere exp™(0) = exp(0) =€’ =1

Damit
> (n) n X .n
B exp™(0)z™ x
Tu(0.2) =D =7 =275
n=0 n=0
Fall c)
e Betrachte 1
fo) = 1
To(0,2) =) (=1)"a™ =) (=)' =1-2a"+2* -
n=0 n=0
Fall ¢) fir |z| < 1 und Fall a) fur |z| > 1
e Betrachte )
) e firx #£0
J(x) = { 0  sonst
1.00 -
0.75 -
T
> 050
>
0.25-
0.00- I I I I I
-6 -3 0 3 6

10



Man kann zeigen, Ubung

7(0) =0
und damit
SN0,
Tw(o,x)_nzzo o _nzzoo_o
Fall b)

Bedeutung der Taylorentwicklung nicht zu unterschatzen

Nichtlineare Abbildungen lassen sich linearisieren, respektive ”poly-
nomisieren”.

Kraftgesetze lassen sich haufig fiir kleine Auslenkungen gut durch die Approx-
imation in erster Ordnung beschreiben. Ergibt lineare Kraftgesetze wie beim
Pendel, siehe Kapitel 8

Energieminima lassen sich lokal gut durch die 2. Ordnung beschreiben.
Numerische Integration von Differentialgleichung, siehe Kapitel 7.2
Numerische Optimierungsverfahren

Suche “Taylor” im Skript :-)

Hier nur Taylor-Entwicklung fiir reell-wertige Funktionen einer reellen Variable. Ve-
rallgemeinerung natiirlich.

Lessons learned:

Fiir ”verniinftige” Funktionen gilt: Das globale Verhalten ist durch das lokale
bestimmt

Diese lassen sich durch Potenzreihen Taylor-entwickeln
Abbruch der Taylor-Entwicklung nach erster Ordnung linearisiert die Funktion

Taylorpolynome: Polynome vom Grade n, die bis zur n-ten Ableitung an der
Stelle ¢y mit f tibereinstimmen

Taylor-entwickeln: Haufigste Tatigkeit eines Physikers

11




2 Komplexe Zahlen

Motivation:
Obwohl alle physikalischen Messgrofien reell sind, erweist sich das Rechnen mit kom-
plexen Zahlen als (i) praktisch und (ii) einsichtsreich.

e Im Rahmen der reellen Zahlen besitzt die Gleichung

¥ =-1 (3)

keine Losung, ebenso wie

7% =2 (4)
im Rahmen der rationalen Zahlen keine Losung besitzt.

e So, wie man /2 als Lésung von Gl. (4) definiert und damit die reellen Zahlen
R inspiriert, definiert man i als Losung von Gl. (3).

e Man erhalt die komplexen Zahlen:

C={2=a+1ib|a,b e R}

Rechenregeln:
o 21 + 25 = (a1 +1iby) + (ag +1ib2) = (a1 + ag) +i(by + b2)
o 2129 = (a1 +1iby) - (ag + ibe) = (aras — byby) + i(a1be + asby) (%)
e Komplexe Konjugation: z* = (a +1b)* = a — ib
e Betrag: |z| = V22" = Va2 + b2
e Realteil: Re(z) = 3(z + 2¥)

e Imaginirteil: Im(z) = 5-(z — 2*)

ZEICHNUNG fiir die letzten vier Fille

Exponentialfunktion im Komplexen

12



Exponentialfunktion fiir reelle Zahlen in Potenzreihenentwicklung;:

1
e’ = E — ", xeR
“—n!
Definiere analog im komplexen
1
ef = E i 2", zeC
n
n=0

e’ = = i"z", zeR
“—nl
wegen
14n — 1, i4n+1 — i, i4n+2 _ 1’ i4n+3 —
folgt
eix — i 1 (_1)nx2n +li 1 (_1)nx2n+1
2 n)] 2 n+ 1)l

Vergleich mit den Taylorreihen von sin(x) und cos(x) ergibt die
Euler’sche Gleichung

e’ = cos ¢ +1isin ¢

A

(ol
N

13
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Anwendungen der FEuler’schen Gleichung:

e Sie ist dienlich zum Beweis von Additionstheoremen, siche Ubung

e Kiirzeste Gleichung, die fiinf fundamentale Zahlen enthalt
em+1=0
e Darstellung komplexer Zahlen in Polarkoordinaten
z=|z[€'”,  mit Betrag || und Phase ¢

Dies ist niitzlich bei der Beschreibung von Oszillationen mit Amplitude A und
Phase ¢ = wt

z(t) = Acoswt = Re(Ae™®)

Fundamentalsatz der Algebra:

e Jedes Polynom vom Grad N > 1 1at sich in C schreiben als

f(z) = Zanz” =ay H(z — Zp)

e Die komplexen Zahlen bilden einen formalen Abschluss. Man braucht keine
iibergeordnete Zahlenmenge, um Polynome komplett zu behandeln

e Anwendungen in Kap. 4.7 Eigenwerte, Kap. 7.1.5 Losung von Differentialgle-
ichungen und Kap. 8 Lineare Schwingungen

Analytische Funktionen

e Definition: Eine komplexwertige Funktion f(z) heifit holomorph! an einem
Punkt z, wenn die Ableitung f’(z), definiert durch

[z +h) = f(z) + f'(2)h+ O(h?) ()

eindeutig ist.

O(h?):  Terme der Ordnung h? und hoher, ganz im Sinne der Taylor-
Entwicklung.

b formvollendet”

14



e Da sich komplexe Zahlen z = z +iy als Elemente von R? durch (z,y) darstellen
lassen, konnte man denken, dass jede differenzierbare zweikomponentige Funk-
tion auf dem R? eine holomorphe Funktion definiert.

Weit gefehlt !
e Betrachte die Abbildung

(u(z,y),v(z,y)) : R* — R?  mit verschachtelt (.,.) = (Re(z),Im(2)).2
quasi als "Ersatz” der Abbildung
f(z):C—=C

ZEICHNUNG mit entsprechenden Achsenbeschriftungen, ev. explizites Beispiel

e Betrachte zwei-dimensionale Taylor-Entwicklung von (u(zx,y),v(z,y)):

(w(x + hy,y + ha),v(x + hi,y + ha)) = (u(z,y),v(z,y))

ou ou, Ov Jv 9
(%hl + 8—yh2, %hl + 3_yh2) + O(h%) (6)

e Entscheidend: Vergleich mit Gl (5):
Der in h; lineare Ausdruck soll sich als Produkt f’(z)h schreiben lassen.
Sei f1(2) = (alw,y),b(z, ) und b = (hy, hy)
Mit den Regeln der komplexen Multiplikation, Gl. (%), folgt

f/(Z>h = (Clhl — bhg, ahg + bhl) (7)

e Vergleiche in Gl. (6) und Gl. (7) die zu a und b gehérenden Terme.
Ergibt:

a—@—@ und b—%——@
dr Oy Oy Ox
Diese Gleichungen (ohne "a =" und ”b =" :-) heiflen Cauchy-Riemann’sche

Differentialgleichungen.

2Véllig korrekt miisste es (u((x,y)),v((x,y))) heissen.

15



e Interpretation:

Die Freiheit der vier Terme in der R? — R? Formulierung in Gl. (6) reduziert
sich in der C — C Formulierung in Gl. (7) auf zwei.

Gelten die Cauchy-Riemann’schen DGIls nicht, hat die Funktion keine
Ableitung.

Definition: Eine analytische Funktion lasst sich in einer offenen Umgebung D von z
als Potenzreihe darstellen

f(2) :Zan (z —20)", a, € C
n=0

Man kann zeigen: Jede in D holomorphe Funktion ist auch in D analytisch.

Warum komplexe Zahlen 7

Jede Messgrofie der Physik ist reell.

Warum dann komplexe Zahlen ?

Haufig vereinfacht folgende Strategie die Behandlung von Problemen

— Formuliere das reell-wertige Problem im Komplexen
— Lose es im Komplexen

— Nimm den Realteil als physikalische Losung

Die Quantenmechanik ist genuin komplexwertig, ihre Vorhersagen natiirlich
reellwertig.

Empfohlene weiterfithrende Vorlesung in der Mathematik: Funktionentheorie

Lessons learned:
e Euler-Gleichung €'® = cos ¢ + i sin ¢
e Komplexe Zahlen in Polarkoordinaten: z = |z|e®

e Nicht jede Funktion R? — R? definiert eine holomorphe Funktion C — C,
Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen geben Bedingungen

e Rechnen im Komplexen oft einfacher als im Reellen

16
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3 Vektoren

Motivation: Vektoren sind eins der fundamentalen mathematischen Objekte der
Physik

Fir die Anschauung:

e Viele Groflen der Physik sind skalare Groflen, i.e. Zahlen

— Temperatur
— Zeit
— Energie

e Groflen, die auch eine Richtung haben, werden durch Vektoren beschrieben

— Die Lage eines Massenpunktes in Bezug auf einen Bezugspunkt
— Geschwindigkeiten
— Krafte

Vektor, zur Einfachheit in 2 Dimensionen
o ( ai )
a =
a2
ist definiert durch
e seine Koordinaten aq, as
e oder seinen Betrag |d@| und seine Richtung

Ein Vektor @ kann in einem kartesischen Koordinatensystem dargestellt werden:

e Fihre die Einheitsvektoren

ein.

17



y
=
y
1T o
éy
O éx | a
1 X
e In dieser Basis ist dann
a4 = €y + ayE,
e Oder in Spaltenschreibweise
()
a =
y
Lange und Richtung
e Satz des Pythagoras liefert die Lange
2 2 2 o 2 2
|d|* = ai + ay, |d| = /a2 + a2

e Richtung ist gegeben durch

e Zusammen:

QL
|
BN
N



Addition zweier Vektoren und Multiplikation mit Skalar sind komponentenweise
definiert

1 Y1 1+ %

T Yo To + Yo
) + : = )

Tn Yn Tn + Yn

I )\$1

Y B I

Tn AT,
_>

=4

N

Nun etwas formaler :-)

=i
+
<

3.1 Gruppen und Korper

Definition: Eine Gruppe ist eine Menge G' zusammen mit einer Abbildung
0:GxG—GaG,
fir die gilt
e Assoziativitat:
V' g1,92,93 € G gilt : (g1 092) 0 g3 = g10 (g2 93)
e [xistenz eines Einselements e:
de, sodass Vg e G gilt goe=eo0g=yg

e Existenz eines Inversen :

Vg € G gibt ein Element g~ so dass gilt : gog™ ' =g log=ce¢

19



Gilt ferner:

e Kommutativitat:
Vgi,90 € G gilt: groga=g20q

so heifit die Gruppe kommutative Gruppe oder Abel’sche Gruppe.
Bemerkung zum Higgs Boson

Beispiel:
e Die ganzen Zahlen bilden eine Gruppe beziiglich der Addition.
e Einselement: e =0

e Inverses Element von z ist —z

Definition: Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen
+:AXxK—-K und-:KxK-—K

e Beziiglich “+” bildet K eine kommutative Gruppe. Einselement wird als “0”
bezeichnet, das zu z inverse Element mit —z.

e Beziiglich “-” bildet K \ {0} eine kommutative Gruppe. Das Einselement ist
“177

e Es gilt das Distributivgesetz
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)

Beispiele: Rationale und reelle Zahlen mit der tiblichen Addition und Multip-
likation.

3.2 Vektorraume

Definition: FEin Vektorraum V iiber einem Korper K ist eine Menge mit zwei
Verkniipfungsregeln

o +: VXV =V
o - K xV =V

20



fiir die mit @,b,¢€ V und A, p € K gilt:

o Assoziativitat:

-

i+(b+d)=(@+b)+¢é

Kommutativitat:

Existenz eines Einselements

Existenz eines Inversen

Distributivgesetze

Noch ein Assoziativitatsgesetz
A(p-ad)=(A-p)-a

e und

l-d=a

% "

Bemerkung: wird in der Regel unterdriickt, auch da es spater eine andere Be-
deutung bekommt.

Beispiele:

e n-Tupel, die Menge V' aller Vektoren mit n Komponenten

xy
T,

, x; € Roder C

Tn

21



Menge aller reellen Polynome vom Grade n

Die Menge aller stetigen Funktionen, unendlich-dimensionaler Vektorraum

Menge aller differenzierbaren Funktionen, dito

Die Losungen von linearen Differentialgleichungen, siehe Kap. 7.1.5

Menge aller konservativen Kraftfelder

e In der Quantenmechanik: Vektorraum der Wellenfunktionen
Typischer Dreisprung;:

e Starte in Anschauung

e Formalisiere

e Ubertragung auf Entitéten jenseits der Anschauung, die auch unter den For-
malismus fallen

Wichtige Begriffe:

e Definition: Lineare Unabhéngigkeit. Ein Satz von Vektoren {v;};—; ., mit
U; # 0 heifit linear unabhangig, wenn aus

n
E 041'771' =0
i=1

folgt: a; =0 firallet=1,...n

e Definition: Dimension. Die maximale Zahl m, so dass es m linear unabhangige
Vektoren gibt, heiit Dimension des Vektoraums.

e Definition: Basis. Fiir einen Vektorraum V' der Dimension n bilden je n linear
unabhéngige Vektoren {é;} eine Basis.

Satz: Jeder Vektor ¥ € V lasst sich als Linearkombination dieser Basis schreiben:

n
7= E Ti€;
i=1

Beweis:

22



Die n + 1 Vektoren {¢;} und & miissen linear abhéngig sein.

Daher existieren reelle Zahlen «g, {«;}, mindestens ein «; # 0, mit

n
Oéof—i— E aié =0
=1

ag # 0, da €; Basis bilden, und somit linear unabhéangig sind

Teile durch «p

Definiere: z; = —a;/ayp

e {z;} heiflen Komponenten des Vektors & beziiglich der Basis {é;}

Betrachte zwei Vektoren Z, i ausgedriickt in der Basis {é;}

T = E Ti€; Y= Yi€;

7 %

so folgt fiir die Summe

T+y= Z(fﬂz + yi)é;

%

Merke: Ist die Basis festgelegt, lasst sich jeder Vektor als n-Tupel seiner Komponen-
ten ausdriicken.

3.3 Skalarprodukt

Definition: Norm. Eine Norm ist eine Abbildung
) 0
]|V = RY
mit den Eigenschaften
e Definitheit: ||Z|]| =0= ¥ =10
e Homogenitét: ||aZ|| = |«||Z]|

e Dreiecksungleichung: ||Z + 7| < ||Z]| + ||9]]

23



Definition: Skalarprodukt. Eine Abbildung
g(.,.): VxV =R

heifit Skalarprodukt oder inneres Produkt auf einem Vektorraum V', wenn gilt

e Symmetrie: ¢(Z,v) = g(v, 7)
e Bilinearitat: ¢(Z, ay + B2) = ag(Z,v) + Bg(Z, V)
Gilt aulerdem ¢(¥,7) > 0 VI # 0, so heiBt es positiv definit und nicht entartet.

Mit

d(7,§) = Vg(T - 4.7~ )
liefert ein solches Skalarprodukt eine Metrik
e Positivitat: d(z,y) >0
o d(T,))) =0=2T =1y
e Symmetrie: d(Z,y) = d(v, ¥)
e Dreiecksungleichung: d(Z,9) + d(¥, Z) > d(Z, 2)
Notation:

e Statt g(¥,y) schreibt man in der Physik in der Regel 7 - .

e Besonders in der Quantenmechanik < Z|y >, < Z| ein bra-Vektor, |y > ein
ket-Vektor.

Das kartesische Skalarprodukt hat die Form

e Betrachte:

Ergibt Lange von

Die Lange ist eine Norm. Man sagt “Das Skalarprodukt induziert eine Norm”.
Ubung: Abstraktere Normen

24



e Betrachte (ab jetzt Norm |Z| oder einfach z):

Z-9)’=F-9) - @T-§)=2a"+y*"—27-7

Die Vektoren 7,  und 2'= ¥ — g/ bilden die Seiten einen Dreiecks.

Damit
P =24y - 27§
e Vergleich mit Kosinussatz der Trigonometrie

2? = 2% +9y* — 2wy cosy

liefert:

7y = |7(|y| cosy

mit v dem von den Vektoren ¥ und ¢ eingeschlossenen Winkel.

Insbesondere
T-y=0<=~vy=90°

e Zusammenfassend: Mit dem Skalarprodukt 14t sich die Lange eines Vektors
und der Winkel zwischen zwei Vektoren bestimmen.

e Ein Vektorraum mit diesem Skalarprodukt heiffit Euklidischer Vektorraum, der
unserem Anschauungsraum entspricht.

Das Symbol

5”::{ 1 firi=y

0 sonst

heifit Kronecker-4.

Definition: Orthogonal-/ Orthonormalbasis. Sei {e;};—1,._, eine Basis von V/

e Gilt < e;le; >=0 fiir i # 7, so heifit die Basis Orthogonalbasis.

e Gilt sogar < e;|e; >= d;; so heifit die Basis Orthonormalbasis.
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Man kann zeigen, Ubung

e Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

AZ] = [A[] ]

e (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
(@-9)? < |7y
e Dreiecksungleichung
7441 < 17|+ |7
Physikalische Anwendung:

e Verschiebungsarbeit

e Konstante Kraft F wirke auf Teilchen, das von Punkt ) nach P mit
Verbindungsvektor # bewegt wird.

e Dann gilt

Insbesondere

—

W =0, falls F' senkrecht auf &

Es muss nicht immer ¥ - / sein

e Seien f(x) und h(x) quadrat-integrable Funktionen, d.h

/00 dzf(z)? < oo, /OO dzh(z)* < oo

Anschauung: f(x) divergiert nirgends und fallt fiir x — 400 schnell genug ab,
so dass das Integral endlich bleibt
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e Dann bildet

ein Skalarprodukt

3.4 Kreuzprodukt
Definition: Betrachte Vektorraum R3. Definiere Abbildung

x :R3x R —» R?

durch
T n ToYs — T3Y2
Ta X Yo = —X1Y3 + T3
T3 Ys T1Y2 — T2Y1

Bezeichnungen: Kreuzprodukt, Vektorprodukt, dufleres Produkt
Eigenschaften:

e Antisymmetrie: ¥ X ¢ = —(y X 7)
e Bilinearitét: ¥ x (§+ 2) = (& x ) + (¥ x 2)
o T (af) = alF X )

Aus Antisymmetrie folgt sofort

STl
X
8y
Il
o

Ferner gilt (Beweis als Ubung):
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Betrachte Kreuzprodukt

T U1 0
T2 X Y2 = 0 (8)
0 0 T1Y2 — oY1

Bedeutung;:

e Vektor ¥ x ¢ hat nur 3-Komponente, steht also senkrecht auf # und ¢

e Sei o der Winkel den & mit der x-Achse einschliefit, 5 der von 7, so gilt
o = |Fleosa, @ = |Fsina, g = |flcosB, g = |]sin B

Damit

x1Ye — Tay1 = |Z||y](cos asin f — cos fsina) = |Z]|7] sin(5 — «)

Winkel v = 8 — « ist der von Z und g eingeschlossene

e Somit
T (7 0
) X Y2 = 0
0 0 |Z][9] siny

|7||7] sin~y ist gleich der Fléache des Parallelogramms, dass von # und ¢ aufges-
pannt wird.

Es folgt:

Exg=0<=~v=0°oder y=180° < 7 = aff

Fiir die Richtung von z'= & x i gilt die "Rechte-Hand-Regel”
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Der e-Tensor oder Levi-Civita-Symbol
®i,j,k=1,23

0  wenn zwei der Indizes gleich sind
€ijk = 1 wenn die drei Indizes zyklisch angeordnet sind
—1 wenn die drei Indizes anti-zyklisch angeordnet sind

also
€123 = €312 = €231 = 1
€321 = €132 = €213 = —1
sonst: €5, = 0

e Damit folgt fiir Kreuzprodukt

3
(&)= Y entiyr, =123

J,k=1

3. Woche

Fiir ein rechtshandiges Orthonormalsystem gilt:

€1 X €5 €3
€y X €3 = €]
€3 X €1 = €

Physikalische Anwendung

e Drehimpulserhaltung kraftefreier Bewegung

o Zur Zeit t = 0 befinde sich Teilchen mit Masse m am Orte Z(0) und habe den
Impuls p(0) = mv(0).

e Drehimpuls:
L:=¥xyp

—

e Es wirken keine Kréfte: p(t) = py
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e Bewegung des Teilchens

Damit
= . . . P . . . -
() = 7(0) x g10) = (0) + P00 1) x 10) = 3(0) x 10) = £
e Drehimpulserhaltung

3.5 Spatprodukt
Das Spatprodukt ist eine Kombination aus Skalar- und Vektorprodukt.

e Es misst das Volumen des von drei Vektoren aufgespannten Parallelepipeds:
e Begrindung

Z-(Yx2)=|Z||y x 2] cosd
— | x 2] ist von ¢ and Z aufgespannte Fléche

— 0 ist Winkel zwischen einem Vektor senkrecht auf der von ¢ x z" aufges-
pannten Ebene und 7.

— |#| cos§ ist gleich der Komponente von Z senkrecht zu der Ebene, also
seine " Hohe”.

— Hohe mal Flache ergibt Volumen

<t
X
NI

S

0 y
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e Aus der expliziten Darstellung

T (Y X Z) = T1y223 — T1Y322 + TaY321 — oY1 23 + T3Y122 — T3l

folgt die zyklische Symmetrie des Spatproduktes:

—

T-(Yx2) =7 (Txy)=¢-(Fx71)

e Formulierung mit e-Tensor

3

T- (:le 5) = Zeijkxiyjzk
ijk

Lessons learned:

e Viele fundamentale Grolen der Physik bilden einen Vektorraum.

e Was ist ein Vektor 7 Etwas, das in einem Vektorraum lebt.

Skalarprodukt misst Winkel und Langen.

Im R?: Kreuzprodukt misst Flichen.

Im R3: Spatprodukt misst Volumina.
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4 Lineare Abbildungen

Motivation: Zahlreiche Zusammenhange der Physik lassen sich als lineare Abbildun-
gen darstellen oder (Taylor-) niahern.

4.1 Abbildungen
Definition: Eine Abbildung f von einer Menge V in eine Menge W ist eine Zuord-

nungsvorschrift, die jedem Element v € V' genau ein Element w € W zuordnet:
f: V=W v w = f(v)
Bezeichnungen:

e w bezeichnet man als das Bild von v
e Die Menge aller v € V mit f(v) = w heifit Urbildmenge von w

e Die Menge aller w, fiir die es (mindestens) ein v € V mit f(v) = w gibt, heifit
Bildmenge der Abbildung f

e Wird v € V mehr als ein Element w € W zugeordnet, spricht man von einer
Relation, vll. ZEICHNUNG
Definitionen:
e Abbildung f heifit injektiv, wenn aus f(v) = f(v') folgt v = v’
— Urbildmenge zu jedem w € W enthalt maximal ein Element.

— Beispiel R » R: f(v) =v
— Gegenbeispiel: f(v) = v?
— Injektive Abbildungen sind umkehrbar. D.h es existiert eine Inverse

fHw)

e Abbildung f heifit surjektiv, wenn es zu jedem w € W (mindestens) ein v € V
gibt, so dass f(v) = w.

— Bildmenge von f ist also gleich der gesamten Menge W.
— Beispiel R — R: f(v) = v
— Gegenbeispiel: f(v) = v?, f(v) =€’

e Abbildung f heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
e ZEICHNUNGEN
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4.2 Lineare Abbildungen

Vorbemerkung:
e Viele Abbildungen sind von Hause aus linear

e Nicht-lineare Abbildungen mit f(0) = 0 sind in erster Ordnung Taylor-
Entwicklung um 0 linear

Definitionen:

e Seien V und W Vektorraume. Eine Abbildung A : V' — W heif}t linear, wenn
gilt:

AlaZ + py) = aA(Z) + BAY), Z,4eV, afeR

e Der Kern einer linearen Abbildung A : V' — W ist der Untervektorraum von
V, fur den gilt
Kern(A) = {# € V|A(Z) = 0}
e Das Bild einer linearen Abbildung A : V' — W ist der Untervektorraum von
W, fiir den gilt
Bild(A) = {A(Z)|Z € V'}

Beweis, dass Kern(A) und Bild(A) (Unter-)Vektorrdume sind, als Ubung

Dimension des Bildraumes heifit Rang.

o Ist A:V — W, so gilt dim(Bild(A)) + dim(Kern(A))= dim(V)

4.3 Matrizen

Motivation:

e Betrachte Vektor
1‘ =
)

/
e Durch eine Drehung um einen festen Winkel ¢ ergibt sich &' = ( i/l )
2
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>4

S
>4

-
Ty, = cos¢wr; —singxy
Ty = singxy + cos o xo

Um das kompakt zu schreiben, definieren wir die Matrixschreibweise

= cospry —singpry \ [ cos¢p —sing 1\ _px
-\ singx; +cospxy ) T\ sing coso Ty ) v

mit Matrix D

D ( cos ¢ —singb)

sing  cos ¢
e Rechenvorschrift:

— "Lege” Vektor auf die einzelnen Zeilen der Matrix

— Multipliziere aufeinanderfallende Vektor- und Matrixelemente
— Addiere zeilenweise auf

— Ergibt neuen Vektor

— ”Bauklotz-Prinzip”

X
. D D X
X X 11 12
1 11 12 1
1 = =
X2 21 22 XZ X
D D X
21 22
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e Beschreibt D eine lineare Abbildung ?

Man sieht sofort, dass die Bedingungen

D(Z+7§) = Di+ Dy
D(\Z) = ADZ

erfillt sind.

e Das gilt auch allgemein:
Sei

f€R2’ A:<al1 a12) c R2%2

Q21 A2

dann ist
r— 1 =Azx, 7 eR?

die allgemeine Form einer linearen Abbildung im R2.
e Dies verallgemeinert direkt auf ¥ € R, @ € R™ und A € R™*".

Definition: Eine m x n Matrix A ist gegeben durch:

a;; a2 @3 ... Qin
Q21 Q22 423 ... Q2
A= asq asy ... ... a3p
AQm1 Am2 ... ... Omn
in Kurzform
A = {ai}

Nomenkaltur:

e Mitunter werden Matrizen durch A gekennzeichnet.

e Hier: Grofibuchstaben, aus Kontext immer klar, was gemeint.
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Bezeichnungen

Die Zahlen a;; heiflen Elemente der Matrix A.
Die Elemente
;1 Ao ... Qip Zzl, m fest

bilden die i-te Zeile A; der Matrix A.

Die Elemente
37

a9o;
’ j=1,...n fest

amj
bilden die j-te Spalte A7 der Matrix A.

n x n Matrizen heiflen quadratische Matrizen.

Ihre Elemente a; heiflen Diagonalelemente.

Eine quadratische Matrix mit a;; = 0 fiir ¢ # j heit Diagonalmatrix.

Haben alle Elemente einer Diagonalmatrix den Wert 1, so heifit sie
Einheitsmatrix 1.

Elementare Rechenregeln fiir Matrizen

Addition

Die Addition zweier m xn Matrizen ist elementweise definiert und ergibt wieder
eine m x n Matrix

A+ B =C = {c;}t = {ai; + by}
Multiplikation mit einem Skalar
B = )\A = {)\aij}

Man zeigt leicht:

Die Menge aller reellen m x n Matrizen bilden einen Vektorraum.
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Multiplikation von Matrizen
Betrachte lineare Abbildung

y =AY
Wendet man auf ¢ eine weitere lineare Abbildung (Matrix B) an, folgt
7= By=BA7=C7¥ mit C = BA
Wie sieht nun Matrix C' aus ?

e Am Beispiel von 2 x 2 Matrizen

Y1\ _ [ an a2 1\ _ ( a11®1 + G192
Y2 21 A2 T3 (2121 + A22%2

Daraus folgt

(Zl):(bn 512><y1)
29 ba1  bao Y2
( bi1(a11x1 + a12xa) + bia(ag1 1 + axns) )

bo1(a1121 + a12%9) + bag(ag1 1 + as)

_ ( (by1air + bigas)xy + (byrais + biaass)xs ) LCf

(barair + bagasy )y + (barais + bagass)xs

und somit

O - < (bllall +b12a21) (b11a12+b11a22) > _ < bi1 b2 ) < 11 a2

(baraiy + bagasy) (bo1aia + basags) ba1 Do Qo1 A2

e Das Hintereinanderausfithren von linearen Abbildungen ergibt wieder ein lin-

eare Abbildung
e Oder: Die Multiplikation zweier Matrizen ergibt wieder eine Matrix.

e "Zeile mal Spalte”

Zeile der ersten Matrix mal Spalte der zweiten
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— ¢11 entsteht aus der ersten Zeile von B und der ersten Spalte von A:
c11 = byiair + bipag

— 19 entsteht aus der ersten Zeile von B und der zweitem Spalte von A:
c12 = bi1a1a + biaag

C.l|C a _|a
1] ] 12 11] 12 1l 1P,
C21 sz a21 azz 21] | 22
11 12
a11 a12 21 a11 a12 22
11 12
a21 azz 21 a21 a22 22

Der allgemeine Fall A: k x m Matrix, B m x n Matrix, C £ x n Matrix:
C:AB:{cil}:Zazjbﬂ, izl,...,/{i, lzl,...,n
j=1

Beachte: Dimensionen miissen passen.

e Formaler:
Sei A; die i-te Zeile von A und B’ die j-te Spalte von B, dann gilt

A -BY A -B* ... A -B"

Ay-BY Ay-B* ... Ay-B"
AB = . ) )

Ay-BY A,-B* ... A, -B"
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e Mit der Multiplikation von Matrizen wird aus dem Vektorraum der Matrizen
eine Algebra.

4. Woche
Rang

e Definition: Der Zeilenrang einer Matrix ist die Dimension des durch die Zeilen
gebildeten Vektorraums

Spaltenrang entsprechend
e Satz: Sei A (m x n) Matrix, dann gilt Spaltenrang(A)= Zeilenrang(A)

e Damit macht Rang(A) Sinn
Es gilt: Rang(A) = Dimension Bild(A), Beweis als Ubung

Vektoren als Matrizen
e (Spalten-) Vektoren sind in diesem Sinne n x 1 Matrizen
e (Zeilen-) Vektoren (des Dualraums)® sind 1 x n Matrizen

e Damit Skalarprodukt im Sinne der Matrizenmultiplikation

n
IR Y2
T-y=(21,29,...2,) ]
Yn

Rechenregeln fiir Matrizen:

e Distributivgesetze: (A+ B)C = AC + BC, resp. A(B+C) = AB + AC
e Assoziativgesetz: (AB)C = A(BC)
e a(AB) = (0A)B = A(aB)

e Im Allgemeinen gilt aber : AB # BA, A, B (n x n) Matrizen
Lineare Abbildungen/Matrizen kommutieren im Allgemeinen nicht !

Dies wird ein Kern der Quantenmechanik ! Stichwort: Unschéarferelation

3Siehe nichstes Kapitel
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Weitere lineare Abbildungen:

e Integrale sind lineare Abbildungen fiir Funktionen

/ab dr(af(@) +Py(@)) = o / dofa) + / ' dwg(x)

e Ableitungen ebenso

d

L (@f(2) + B(e)) = as () + B-g(x)

4.4 Der duale Vektorraum

Fur Geniefler

e Betrachte Menge der linearen Abbildungen w : V — R

Abbildungen vom Vektorraum nach R heiflen Funktionale.

e Man kann zeigen:

— Die Menge der Abbildungen w bildet einen Vektorraum V*.

— Die Dimension ist die gleiche wie die des Vektorraumes V. *

Ein Element & € V* ist eindeutig durch seine Anwendung auf die Basisvektoren
von V' gegeben:

n n
B(F) =@ (Z x€> = 2'd(E)
i=1 =1

Die n Zahlen w; = @(€;) legen das Element & somit eindeutig fest.
Duale Basis:

e Sei Basis {¢€;} von V gegeben

4Dies gilt nur fiir endlich dimensionale Vektorriume. Fiir unendlich-dimensionale Vektorriume
kann der Dualraum ”gréfler” sein. Zum genieflen: search for: Gelfand’sches Raumtripel
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e Die durch

€(e) =9 ’:{ 0 sonst

definierte Basis im Dualraum heif3t duale Basis.

e mit Kronecker-d 5;

Indexschreibweise und Summenkonvention

Ubliche Notation:
e Indizes der Basisvektoren von V unten: €;
e Indizes der Komponenten oben: @ = >, 2'¢;
e Im Dualraum umgedreht & = Y, w;é

Anwendung von Abbildung & auf Vektor &

e Zu summierender Index tritt immer zweimal auf: Einmal oben, einmal unten

e Kinstein’sche Summenkonvention: Tritt ein Index einmal oben und einmal un-
ten auf, so ist iiber ihn zu summieren

Damit wird Gleichung (10) zu:
G(7) = (i) (27€)) = wal € (€;) = wixjé; = wt"

e Tritt ein Index auf einer Seite der Gleichung nur einmal auf, wird nicht tiber ihn
summiert, und er muss auch auf der anderen Seite der Gleichung an derselben
Stelle auftreten.

e Beispiel: Betrachte lineare Abbildung, die jedem Vektor die i-te Komponente
zuordnet

(@) = (@) = e (@) = 78] = o
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Notation:

e Die Elemente von V werden in Komponentenschreibweise als Spaltenvektor

geschrieben
.l
T~ ,
x?’L
die Elemente von V* als Zeilenvektor
0~ (wy,way .., Why)

e Die Anwendung von & auf Z folgt dann den Regeln der Matrixmultiplikation

ZL’l

l’2

G(Z) = (wr,wa, -« wy) = w ' +wer® + .. wpa"

Skalarprodukt g(.,.) revisited

e Mit der Summenkonvention gilt:

9(Z,9) = g(a'€,y’&)) = a'y g(€, €)) = 2"y’ gy
mit
9ij = (€, €;)
e Das kartesische Skalarprodukt war definiert als Abbildung V' x V — R

Mit orthonormalen Basisvektoren {¢;} gilt:

9ij = 9(€i, €5) = i

Damit:

9(@ ?7) =T -y= 5ij$iyj = %‘yj (11)



e Es lafit sich aber auch nutzen, um eine Abbildung V' — V* zu definieren:

7 aus V wird abgebildet auf &(¥) € V*, so dass fir alle § € V' gilt:

G(7)(Y) = 9(7,9)

&(Z) ist iiberladene Notation. Im Sinne von “y = f(z)” wird die Abbildung
mit ihrem Ergebnis identifiziert, das dann die Abbildung V' — V* ist :-)

e Fiir die Komponenten von &(Z) in der dualen Basis von V* folgt:

W(f)z = Zgijxj

J

Es lassen sich also Indizes ”von oben nach unten ziehen” oder
Spalten in Zeilenvektoren verwandeln

Das definiert Abbildung g : V' — V*

e Da das Skalarprodukt nicht entartet ist, ist die Abbildung g : V' — V* bijektiv
und eindeutig umkehrbar

Es existiert eine Abbildung g7 : V* = V mit g log=1
—1\k i
Z (97")" g = 0j
k

Man definiert vereinfachend: (g=1)” =: g%

e So lassen sich Indizes ”von unten nach oben ziehen”
1/ NP ij
g (W)= § 9" w;j
J

Zeilenvektoren des Dualraumes zu Spaltenvektoren des Vektorraumes verwan-
deln

Wozu das Ganze ?
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e An Gl (11) sehen wir, dass es fiir das kartesische Skalarprodukt keine wirklich
Rolle spielt, lax formuliert z; = z°.

Gij = 0ij = und ”hinlegen”

O O =
O = O
_ o O

Lange eines Vektors:
| —

T =g(Z,7) = gijxixj = (2')? 4 (2%)* + (2%)?

e Das andert sich in der Relativitatstheorie

Spezielle Relativitatstheorie:

x
P |
= 8
ct
100 O
gij = 8 (1) (1) 8 und "hinlegen”
000 -1

Lange eines Vektors:
7] = g(7, %) = gija'a? = (¢') + (2°)* + (2%)” — (ct)’
In Ubung

e Entitdten mit "Index unten” transformieren sich kovariant, i.e. wie Basisvek-
toren des Vektorraumes

e Entitdten mit "Index oben” transformieren sich kontravariant, i.e. wie Kom-
ponenten eines Vektors
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4.5 Determinanten

e Permutation: Vertauschen von Zahlen eines n-Tupels

Beispiel : (1,2,3), 3! = 6 mogliche Permutationen

0 paarweise Vertauschungen: (1,2,3) grade Permutation
1 paarweise Vertauschung: (2,1,3)(1,3,2)(3,2,1) ungrade Permutation
2 paarweise Vertauschungen: (2,3,1)(3,1,2) grade Permutation

Zeichnung mit 1,2, 3 im Kreis

Erinnere e-Tensor

e Definition: Die Determinante einer n X n Matrix A ist definiert als:
det A := Z(—l)'p‘alplagmagm e O, (12)
p

wobei iiber alle Permutationen p mit p(1,2,3,...,n) = (p1,p2,P3, ..., Pn) 2U
summieren ist. |p| := Anzahl der paarweisen Vertauschungen.

— Grade Permutation: Grade Anzahl von Vertauschungen, (—1)Pl =1

— Ungrade Permutation: Ungrade Anzahl von Vertauschungen (—1)Pl = —1
e Mit n-dimensionalem e Tensor

0  wenn zwei der Indizes gleich sind
€p1.p2.p3spn = 1 grade Permutation
—1 ungrade Permutation

auch

det A = E : €p1,p2,p3,...;pn Alp1 A2py A3ps - - - Gnp,,
PL,P2,P3,e-Pn

Interpretation:

e Die Determinante gibt das Volumen an, das durch die Spalten- oder Zeilenvek-
toren der Matrix A aufgespannt wird.
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Sind die Spalten und damit Zeilen der Matrix linear abhangig, Spaltenrang =
Zeilenrang, verschwindet die Determinante.

Gemessen im n-dimensionalen ist n — d, d > 1 dimensionales Volumen gleich
Null.

Die Determinante verschwindet genau dann nicht, wenn der Bildraum der Ma-
trix wieder der gesamte Vektorraum, die Abbildung also bijektiv ist.

Dann gilt: Rang(A) = n. Man sagt: ”Die Matrix hat vollen Rang.”

e Andersrum: det A = 0 bedeuted Rang(A) < n
e det A # 0 genau dann, wenn Rang (A) =n. det A # 0 <= Rang (A) =n
Beispiele:

Fir 2 x 2 Matrizen:

a;L a
det A = det ( e ) = Q11022 — 21012

a21 dA12

Erinnere Gl. (8), das spezielle Kreuzprodukt

T U1 0
T2 X Y2 = 0
0 0 T1Y2 — Tal1

mit
T1Yp — Toy1 = |Z] |Y] siny

det (A) misst Flache, die von Zeilen-, respektive Spaltenvektoren aufgespannt
wird.

Sind die Spaltenvektoren von A linear abhéngig, Rang(A) = 1:
a11 o a2
() =o(22)

det A = ay1a90 — as1a12 = 5a12a22 - Bazzam =0

gilt: det A =0:
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Analog Zeilenvektoren:
(CL11 a12 ) 25( Qg1 Q22 )
det A = ayi1a9 — aza1z = Pagiazy — fagiaz =0

e Fir 3 x 3 Matrizen:

ail a2 Aais
det A = det 21 929 A23 =
azyp azz Gas3

11022033 — 11023032 + G21032013 — (21012033 + 031012023 — 431022013

Identisch zu bedeutungsgleichem Spatprodukt, Kap. 3.5, Gl. (9):

— — —)

T (% 72)

det A misst Volumen, das von Zeilen-, respektive Spaltenvektoren aufgespannt
wird.

e Die Determinante einer Diagonalmatrix D ist das Produkt ihrer Eintrage

aiq 0 0 R 0
0 a o ... 0 "
det D = det ) .22 ) . ) = H @
: : : : : ey
0 0 Qnp

Nur die identische Permutation tragt in Summe Gl. (12) bei

Man kann zeigen:

e Die Determinante des Produktes zwei Matrizen A und B ist gleich dem Produkt
der Determinaten der einzelnen Matrizen:

det (AB) = det A det B
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e Sei A invertierbar, d.h. 3A™! mit AA~! = 1, so gilt

1

det A~ =
¢ det A

Beweis:

1= det 1= det (AA™') = det A det A™*
Determinanten sind ubiquitar, Anwendungen:

e Losbarkeit linearer Gleichungssysteme, next Chapter

Bestimmung von Eigenwerten, Kap. 4.7

Invertierung von (2 x 2) Matrizen, Kap. 4.8.1

Orthogonale Matrizen, Kap. 4.8.4

Variablensubstitution in Integralen in mehreren Variablen, Kap. 6.2

Losung von linearen Differentialgleichungen, Kap. 8

4.6 Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Matrizen und Determinanten haben auch jenseits von linearen Abbildungen Bedeu-
tung

e Definition: Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekan-

nten x1, s, ..., x, hat die Form:
a1 -+ a12T9 + ...+ A1pnLy, = bl
a91T1 + A92T9 4+ ...+ Aoy, = bg
Am1T1 + QmaTa + ...+ QpnTy, = by

mit g, bl € R.
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e in Matrixschreibweise

a1 a2 ... Qpn I b1
. 21 22 ... QdA9pn T9 b2 -
AI‘ = = = b
m1 Am2 .. Gmp T bm

e Aufgabe: Gegeben A und g, finde =

e Das lineare Gleichungssystem heiffit homogen falls alle b; = 0, sonst inhomogen.
Losungsverhalten

e Im homogenen Fall AZ = 0 gilt mindestens stets die triviale Losung # = 0

e Sei
a1 a2 ... Qip bl
921 A22 ... QA2pn b2
(Afb) ==
Ami @m2 - Gmn  Om

Erinnere: Rang und Kern einer Matrix

e Satz: AT = b ist genau dann losbar, wenn gilt Rang(A) = Rang(Alb).
Intuition dahinter
Beweis als Ubung

e Gilt m > n und sind die Zeilen von A linear unabhéngig, so gibt es im homo-
genen Fall nur die triviale, im inhomogenen keine Losung.

"Mehr Gleichungen als Unbekannte”, System heifit iiberbestimmt.

e Gilt m < n, ist die Losung nicht eindeutig.

”"Weniger Gleichungen als Unbekannte”, System heifit unterbestimmt.

Losungsraum hat die Dimension Kern(A).

Fall m = n, 4 mogliche Falle
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o det A+# 0, Rang(A) =n

— Homogen
Losung eindeutig: & =0
— Inhomogen

Losung eindeutig: &= A~'b
e det A=0, Rang(A) =s<n

— Homogen
Mehrdeutig losbar

LéS(A, b) = {)\11}1 + )\21)2 + ...+ )\n—svn—s}

mit (v, ve,...,v,_s) Basis von Kern(A4), \; € R
— Inhomogen
Nur l6sbar, falls Rang(A[b) = s < n. Dann mehrdeutig

Los(A,b) = {Z 4+ Mvp + Aava + ..+ A\—sUn—s }

mit Z einer festen Losung des Systems.

4.7 Eigenwerte und Eigenvektoren

e Definition: Gegeben eine lineare Abbildung A : V' — V. Existiert eine Zahl \
und ein Vektor 7, so dass gilt

Ar = \¥

so heifit A\ Eigenwert und 7 Eigenvektor der Matrix A
e Anschauung: Anwendung von A auf ¥ ergibt bis auf einen Faktor wieder Z.

e Aquivalente Formulierung:
(A=A1)Z=0
Interpretation:
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— Die Matrix (A — A1) bildet den Vektorraum, der durch  gegeben wird,
auf die Null ab.

— Ergo: (A — A1) hat nicht vollen Rang.

Mit anderen Worten

det (A — A1) =0 Charakteristische Gleichung

e Der Ausdruck
Pa(M\) =det (A — A1)

heifit Charakteristisches Polynom

e Fundamentalsatz der Algebra: Fiir komplexe Zahlen A; hat P4()\) immer n
Losungen und 148t sich so schreiben

det (A= A1) =[x = N)
i=1
{Ai} sind die Eigenwerte der Matrix A.
e Sind einige \; gleich, so nennt man diese Eigenwerte entartet.

Bestimmung von Eigenwerten & Eigenvektoren

1. Eigenwerte bestimmen

Bestimme Nullstellen des Charakteristisches Polynoms.

2. Eigenvektoren bestimmen

Fiir jeden Eigenwert )\;, lose das lineare Gleichungssystem
(A=X\1)o; =0

Liefert zu \; gehérenden Eigenvektor v;

Beispiel
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e Betrachte Spiegelung an €] Achse, erinnere Aufgabenblatt 5.

x4
i

<

e Suche Losungen zu P4 (A)=0

det (A — )20 = det ( A ) — (1= A1+ )

Ergo:

e Bestimmung der Eigenvektoren

~ A =1

Es folgt:

Normierter Eigenvektor:



— A=-1

Normierter Eigenvektor

e Anschaulich

)\1:1,U1:<é)

v1 geht bei Spiegelung an €; Achse in sich selber iiber

s (0)

vy geht bei Spiegelung an é; Achse iiber in —v,

Man kann zeigen: Sei A eine n X n Matrix mit Eigenwerten Ay, Ao, . ..

i=1

Ubung

3 Reelle Matrizen mit komplexen Eigenwerten

=(40)

e Die Eigenwerte ergeben sich zu

e Betrachte Matrix

M=141V2, X=1-iV2
Rechnung als Ubung
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e Merke: Reelle Matrizen kénnen komplexe Eigenwerte haben, siehe Kap. 7.1.5

Vorfreude: Die wohl wichtigste Gleichung der Physik - die Schrodinger-Gleichung in
ihrer zeitunabhangigen Form - ist eine Eigenwert-Gleichung:

Hy = Ey

4.8 Spezielle Matrizen
4.8.1 Die inverse Matrix

e Definition: Eine n x n Matrix A heifit invertierbar oder regular, wenn es eine
n x n Matrix A~! gibt, fiir die gilt

AAT =AT1A=1

e Es gilt

(A™H™ = A
(AB)™* = B 'A!

e Fiir 2 x 2 Matrizen 1aBt sich die Inverse explizit angeben, Ubung:
Al = 1 Q22  —0a12
det A\ —a21 an

e Satz: n xn Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0, Rang(A) =
n.

4.8.2 Die transponierte Matrix

Jeder m x n Matrix A ist ihre transponierte Matrix AT zugeordnet, die aus A durch
Vertauschen von Zeilen und Spalten entsteht.

A={ay}, A" ={a;}

Es gilt:
(A+B)7" = AT+ BT
()l = aA”
(AT = A
(AB)T = BTAT
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Beweis der letzten Eigenschaft

AB = Z aijbjk

J

(AB)T = Zak]’bﬂ = Zbﬂak]’ = BTAT
J

J
Skalarprodukt revisited:

e Sei g(7,7) ein allgemeines Skalarprodukt, A eine lineare Abbildung. Dann ist
die zu A adjungierte Abbildung A gegeben durch

g(A@), ) = g(Z, A(Y)), VZ,§

e Betrachte kartesischen Skalarprodukt, erinnere Kap. 4.4: ”"hinlegen”.

In Matrixsprache: Transponierte eines Vektors & ergibt einen Vektor im Dual-
raum.

9(@.y) =2 y=1"7

Beachte: Erstes Produkt ist Skalarprodukt, zweites ist Matrixprodukt
Es folgt
T (Ay) = 3T Ay = (AT = (@ (AN Ty = (AT7)Ty = (AT7) -y

Ergo: Die Transponierte ist die Adjungierte

4.8.3 Symmetrische Matrizen

e Eine n x n Matrix heifit symmetrisch, wenn gilt
{aij} = {az}, A=A"
e Fiir symmetrische Matrizen gilt
< T Ay >=< AZ|y >

Symmetrische Matrizen sind selbstadjungiert
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e Wichtige Eigenschaften symmetrischer Matrizen

— Eigenwerte sind reell

— Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal

Beweis: Ubung

4.8.4 Orthogonale Matrizen

Sei A invertierbare Matrix.

e A heiflt orthogonal falls gilt:

ATA=AAT =1 oder AT = A1

e Beispiel
L 1
A=| 2 7
V2 V2
o Es gilt
11 1 0
AT = v2 2 und AAT:<01):1
V2 V2
Eigenschaften:

e Zeilen und Spalten von A bilden jeweils ein Orthonormalsystem.

Beweis fiir Spalten:

— Seien A; die Zeilen, A7 die Spalten
— Nach Voraussetzung
ATA=1, (ATA), =6,

Damit A ‘ A
dij = (ATA)Z»J- = AiT CAT =AY A

— Beweis fiir Zeilen analog mittels AAT =1
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e A angewandt auf 7 und g erhélt das Skalarprodukt
< AZ|AGY >=< AT AZ|j >=< Z|§ >
Es gilt auch die Umkehrung;:

Erhalt eine quadratische Matrix das Skalarprodukt, ist sie orthogonal.

e Anschauung: Erhalt des Skalarproduktes ist dquivalent zur Erhaltung von
Langen, Winkeln und damit auch Volumina.

e Mathematisch
det A =41

Bewelis:

1= det (ATA) = det A" det A= det A det A = (det A)?

Interpretation: Orthogonale Matrizen beschreiben Rotationen, det A = 1, und
Spiegelungen, det A = —1

In zwei Dimensionen fir det A =1
A _ [ cos ¢ —sing
~ \ sing coso

AAT =1

Man sieht sofort:

Exponentialfunktion und Drehungen in 2 D
e Betrachte komplexe Zahl z = a 4 ib

e Dreht man einen Punkt (a,b) in der komplexen Zahlenebene um einen Winkel
¢, so folgt:

a\ [ cosp —sing a) [ acos¢ —bsing

b ) \ sing cos¢ b )] \ asing+bcosop
Leicht zu zeigen (Ubung): Man erhalt die gedrehte Zahl auch durch Multip-
likation von z mit

e’ = cos +1isin ¢
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e Zur Verdeutlichung des Zusammenhanges, zerlege Drehmatrix:

(Z?ﬁg _Csisn¢¢>:cos¢<(l) (1)>+sin¢((1) _Ol)zcosqb]l—i—sind

e Matrix I folgt den Multiplikationsregeln von i:
o (0 -1 0O -1\ (-1 0 _
= ( 1 0 1 0 N o -1/ I
Betrachte Exponentialfunktion von ¢l
¢I _ - i nin
e = ZO 0"l
B 10 0 —o¢ 1/ ¢* 0
_ cos¢ —sing
N sing  cos¢
o Merke:
Exponentialfunktion der Matrix ¢l fithrt auf 2-dimensionale Drehmatrizen

e Beachte (fiir GenieBer):

Zusammenhang von Matrix I und 2-dimensionalem e-Tensor:
€11 €12 _ 0 1
€1 €2 ) -1 0

4.9 Diagonalisierung von Matrizen

6. Woche

Motivation: Matrizen diagonalisieren wird uns nicht mehr verlassen, siche Kap. 8

e Satz:

Sei A eine reelle, symmetrische Matrix. Dann gibt es eine orthonormale Basis,
die aus den Eigenvektoren von A besteht. Das bedeutet, dass A durch eine
diagonale Matrix beziiglich einer orthonormalen Basis dargestellt werden kann.
Die Eintrage dieser Matrix sind die Eigenwerte von A.

oder
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e Satz:

Sei A eine reelle, symmetrische Matrix. Dann gibt es eine orthogonale Matrix
P derart, dass

B=P'AP = PTAP

diagonal ist.

e Als die Spalten von P koénnen die normierten Eigenvektoren von A gewahlt
werden.

e Physikalische Bedeutung: Die Wirkung einer diagonalen Matrix ist sehr ein-
fach.

Beispiel:

e Sei

e Charakteristisches Polynom

det(A—A]l):‘Q__;\ 5__2)\':(2—/\)(5—)\)—4:/\2—7)\+6
Moo= 35+/(7/22—6=6
N = 35— /(727 —6=1
.)\1:6

—dr—-2y=0 —-2z—2=0

ergibt Eigenvektor

( . ) . normiert ( _12//\/55 )
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r—2y=0 —-22x+4y=0
ergibt Eigenvektor
2 . 2/v/5
(1>, normiert (1/\/5)
e Ergibt

- (4l 1)

und diagonalisierte Matrix

B—PlAP—PTAP—(g (1))

Nicht alle reellen Matrizen sind in R diagonalisierbar.

[ cosp —sing
A(sinqS COS¢>

Man kann zeigen: Es gibt keine reelle Matrix P, die A diagonalisiert.

e Betrachte Drehmatrix

7 A ist in R nicht diagonalisierbar”

e Aber

e Damit

B:P‘IAP:(ew 0 )

7 A ist in C diagonalisierbar”
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Gar nicht diagonalisierbar
e Betrachte -
(o)
ist gar nicht diagonalisierbar, weder in R noch in C
Physikalische Anwendungen:
e Tragheitstensor, kommt spater

e Siche auch Kapitel 8 Schwingungen

4.9.1 Dyadisches Produkt
e Definition: Betrachte Vektorraum R"™. Definiere Abbildung

® : R" x R — R™"

durch
T U1 r1y1r 1Yz ... T1Yn
) Yo T2y X2Y2 ... T2Yn
T |=1 - .
L yn xnyl xny2 CRCIS xnyn

e In Matrixschreibweise
_ T _
ry=xy =|r><y
im Unterschied zum Skalarprodukt
voy=2"y=<azly >

e Dyadisches Produkt wird wichtig als Projektionsoperator und bei Basiswech-
seln in der Quantenmechanik
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Lessons learned:

Lineare Abbildungen lassen sich als Matrizen darstellen
Matrizen werden nach dem ”Bauklotz-Prinzip” multipliziert
Determinanten messen Volumina

Orthogonale Matrizen beschreiben Rotationen

Eigenwert-Probleme losen und Matrizen diagonalisieren:
Tatigkeit eines Physikers

Zweithaufigste
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5 Newton’sche Mechanik

Motivation: Nach all’ der Mathematik, jetzt mal Physik :-)
Raum, Zeit und Masse, die drei Basisgroflen in der Newton’schen Mechanik

e Absolute Zeit:
— t € R, weltweit identisch, ”absolut”
— Weltweit synchrone Messung durch Transport von Eichuhren

— Das andert sich in der speziellen Relativitatstheorie
e Absoluter Raum:

— weltweiter Euklidischer Vektorraum
— Ortsvektoren 7(t)
— Abgeleitete® Grofen:

x Geschwindigkeit:

d
U= Ef(t) =7
x Beschleunigung
a=—u(t)=r
dt

” Absolutheit” dndert sich auch in der Relativitatstheorie

— Beispiel fiir Bewegung im Raum:
Geradlinig-gleichformige Bewegung

F(t) = 7+ Tt
it =
at) = 0

e Absolute Masse:

— Masse ist unabhangig von der Dynamik des Korpers

— Das dndert sich auch ...

SWortspielverdacht :-)
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5.1 Die Newton’schen Gesetze
Newton:

o x 1643, T 1727

e Hauptwerk: 1687: ”Philosophiae naturalis principia mathematica”

Die Newtonschen Gesetze

1. Wirken keine Krafte, verharrt ein Koérper in Ruhe oder im Zustand geradlinig-
gleichformiger Bewegung.

2. Eine Kraft F bewirkt eine Beschleunigung

3. "actio gleich reactio”

Sei F’ij die Kraft, die Korper j auf Korper ¢ ausiibt, so gilt:

Kommentare:

e Still acute:

PHYSICAL REVIEW LETTERS

week ending

PRL 98, 150801 (2007) 13 APRIL 2007

Laboratory Test of Newton’s Second Law for Small Accelerations

J.H. Gundlach, S. Schlamminger, C.D. Spitzer, and K.-Y. Choi
Center for Experimental Nuclear Physics and Astrophysics, University of Washington, Seattle, Washington 98195, USA

B. A. Woodahl
Physics Department, Indiana University-Purdue University, Indianapolis, Indiana 46202, USA

J.J. Coy
Earth and Space Science Department, Saint Joseph’s College, Rensselaer, Indiana 47978, USA

E. Fischbach
Physics Department, Purdue University, West Lafayette, Indiana 47907, USA
(Received 12 February 2007; published 13 April 2007)

We have tested the proportionality of force and acceleration in Newton’s second law, F = ma, in the
limit of small forces and accelerations. Our tests reach well below the acceleration scales relevant to
understanding several current astrophysical puzzles such as the flatness of galactic rotation curves, the
Pioneer anomaly, and the Hubble acceleration. We find good agreement with Newton’s second law at
accelerations as small as 5 X 107 m/s2.

DOIL: 10.1103/PhysRevLett.98.150801 PACS numbers: 06.30.Gv, 04.80.Cc

Newton’s second law is the equation of motion defining
the field of dynamics. In its nonrelativistic form, F = ma
is perhaps the most famous and most often used equation of
physics. Together with its relativistic and quantum me-
chanical variants, this law is implicitly tested in many
applications and experiments, and its validity is simply
assumed at all acceleration scales. Any deviation from
F = ma would have profound consequences as it would

standard Newtonian dynamics. The functional form of the
transition between the two regimes is not specified. A
smooth transition can be obtained by multiplying the
right side of F=ma by w(a/as)=a/ay(1 +a*/a})"'72,
so that for a > a, the function w =1 and standard
Newtonian mechanics is recovered. The characteristic ac-
celeration @y was determined from fits [4] to galactic
rotation curves to be ap = 1.2 X 107! m/s2,
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e 1. NG widerspricht all unserer Erfahrung, aber ordnet sie am Ende sinnig

— Erstes Newtonsche Gesetz definert ” Nullelement” in der Menge der Krafte,
das ”Nullelement” in der Menge der Bewegungen nach sich zieht.

— 1. Newtonsche Gesetz postuliert Tragheitsprinzip, von Galilei eingefiihrt

1. Gesetz macht nur Sinn bei Angabe von Bezugssystem

— Es kann nicht in allen Bezugssystemen gelten:

Gilt es in System S, kann es in relativ beschleunigtem System S’ nicht
gelten:

Korper erfihrt dort Beschleunigung, obwohl keine Kraft auf ihn wirkt.

— Bezugssystem, in dem 1. Newtonsches Gesetz gilt heifit Inertialsystem

* FExistenz vor der Hand unklar.

*x Flir einzelne Korper existiert Koordinatentransformation, so dass
Bahnkurve r(t) gradlinig-gleichférmig, muss aber fiir alle Korper gel-
ten.

* Koordinatensystem relativ zum Fixsternhimmel ist in guter Naherung
Inertialsystem

x Koordinatensystem mit Bezugspunkt auf Erdoberflache ist weniger
gut:
- Rotation der Erde um Sonne
- Rotation der Erde um sich selbst

e 2. NG:

Jede Abweichung vom Nullelement der Kréfte fiihrt zu Beschleunigungen
— 7Suchet die Krafte”: Ein komplettes Forschungsprogramm
— Sind alle Krifte F, bekannt, ergibt ma =), F; die Dynamik.

x m: trage Masse, im Unterschied zur schweren Masse, siehe spéter.
Ausgangspunkt Allgemeine Relativitatstheorie

« Kréfte addieren sich wie Vektoren (Kréfteparallelogramm)

Ontologie:
* F’Z Ursachen
x ma: Wirkung
Beachte: 1. NG folgt nicht aus 2. NG.
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e Merke:

Die Newtonschen Gesetze stellen eine immense Abstraktionsleistung dar
Relativitatsprinzip:
e Sei S Bahnkurve 7(¢)

e Sei S” um 7y gegen S verschoben und bewege sich mit v

Dann gilt die Galilei-Transformation:

7 (t) = F(t) + ot + 7

Relativitatsprinzip: Alle Inertialsysteme sind physikalisch gleichwertig

Die Gesetze der Klassischen Mechanik miissen invariant unter der Galilei-
Transformation sein

Siehe Ubung

5.1.1 Historische Anmerkung: Aristotelische Mechanik
Aristoteles (% 384 v. Chr., { 322 v. Chr.): ”Alle Dinge haben ihren Platz, den sie

ihrer Natur gemaf§ einzunehmen bestrebt sind”
Zwei(vier-)geteilte Welt:
o Auf der Erde:

— ”Natiirliche Bewegung”, schwere Korper nach unten, leichte nach oben

— 7Erzwungene Bewegung” o o ﬁ, setzt direkten Kontakt voraus
e Gestirne: Bewegung nach ”"ewiger Harmonie”: Gleichformige Kreisbewegung
Kritik zu seiner Zeit
e Sternschnuppen
e Speerwurf
e Kein Grund, iiberheblich zu sein, Newton hat auch seine Grenzen

"Taylor-Entwicklung” in Kreisen, siehe Kap. 9
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e Abweichung der Planetenbahnen von perfekten Kreisen schon im Altertum
bekannt

e Ptoleméus (100-160 n.Chr.): Epizyklen Theorie

Planetenbahn

Deferent

Newton vereinheitlicht zwei vorher getrennte Bereiche. Seine Theorie gilt fiir
e Bewegung der Planeten
e den fallenden Apfel

Vereinheitlichung als Ansatz hat sich in der Physik bewéhrt

Elektromagnetismus

Elektromagnetismus und schwache Kraft

To do: Grofle Vereinheitlichung (EM, schwache & starke Kraft)

To do: Theory of everything mit Gravitation

5.1.2 Praxis der Newtonschen Mechanik

e 7(t) aus ma(t) = mi(t) = F(F(t)) berechenbar, wenn

— F(t) bekannt
— Anfangsbedingungen 7#(0), 7(0) bekannt
— Aufgabe: Losung einer Differentialgleichung, siehe Kap. 7
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5.2

Im allgemeinen kann F (t) beliebig kompliziert sein, z.B. von Vorgeschichte
abhéngen.

Haufig: F(7(t), 7(t),t)

Dann
mi(t) = F(7(t),7(t),1)

die Bewegungsgleichung, eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung

m die trage Masse

Gilt F(7(t)), so handelt es sich um ein Kraftfeld: F : E3 — V3, denke an
Gravitationsfeld.

Kraftgesetze ermitteln
Den Spiess umdrehen

Kennt man die verursachende Kraft nicht, aber die Bahnkurve (), ldsst sich
die Kraft ermitteln.

So geschehen durch Newton fiir die Gravitationskraft.
Hand-waving Version:

— Nehme an, die Planeten wiirden sich auf Kreisbahnen bewegen

— Fiir Kreisbahn gilt

5 T cos wi
r = )
7 sin wt
- —rw sin wt
'8 fr—
W Ccos Wt
=, —rw? coswt 9.
r o= 9 . = —wr
—rw® sin wt

— 3. Kepler Gesetz:

o T? ox w2
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— Fiir Bewegung auf Kreis gilt

.. _ r

T o wzr, w?x =

Iz
Zusammen 1
X —
r2

Ergibt Gravitationsgesetz :-)

5.3 Wichtige Kraftgesetze
Ontologie:

o [ = > F, =mad

° ﬁz Ursachen

e ma: Wirkung

e "Suchet die Krafte”: Ein komplettes Forschungsprogramm

Beispiele:

—

e [ = const

Oft gute Naherung in kleinen Raumzeitbereichen. Taylorentwicklung nullter
Ordnung !

Beispiel: Gravitationsfeld der Erde an der Oberflache: F = mg, m schwere
Masse, ||g]| = 9.81m/s?

Experimentell bestens bestatigt: schwere Masse = trage Masse.

Ausgangspunkt der Allgemeinen Relativitatstheorie

Losung von )
mi(t) = mg

durch zweimalige Integration mit Anfangswerten vy und 7
— _ g 2 — —
T(t) = Qt + Uot + 70
Alle Korper fallen gleich schnell, empirische Uberpriifung und Konsequenzen 7. Woche
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e Harmonisches Kraftgesetz
Betrachte lineare, zeitunabhangige Kraft, die der Auslenkung aus Ruhelage

entgengen wirkt:

—

F(F) = —DF

Gilt bei Federpendel oder Pendel bei kleiner Auslenkung, Taylor-Entwicklung
erster Ordnung !

Bewegungsgleichung
Allgemeine Losung

; D
r(t) = asin(wot) + beos(wot) = ¢ Re(e™01+?), wo = /E

Wird Reibung mit — k7 und zeitabhangige duflere Kraft F () hinzugefiigt, ergibt
sich
mit + ki + Dr = F(t)

eine erzwungene Schwingung mit Resonanzphénomenen, die in Kapitel 8 be-
handelt werden.

e Gravitationskraft
Newtons grofler Verdienst

Kraft von Masse my auf m;

mimse _,

Py =—GI™5  Fo PPy, G = 6.667 x 107 m?/(kgs?)

r3

e Lorentz-Kraft: geschwindigkeitsabhangig
Elektrisches Feld E(7,t), Magnetfeld B(7,t)

—

FL (77, t) = e(E(F,t) + 7 x B(F,1))
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o Coulomb-Kraft
Ladungen ¢y, ¢

Betrachte 2 Protonen:

— Anziehung auf Grund der Gravitation

— Abstoflung auf Grund von Coulomb
AbstoBung durch Coulomb ~ 103¢ mal stirker als Anziehung durch Gravita-
tion: Gravitation auf kleinen Skalen i.d.R. vernachlassigbar

Betrachte Universum:

— Recht homogen gilt: Anzahl negativer Ladungen = Anzahl positiver
Ladungen

Coulomb mittelt sich raus

— Gravitation immer anziehend, es gibt keine negative Masse: Spielt auf
groflen Skalen den Haupteffekt

e Reibungs-Krafte

Im allgemeinen sehr kompliziert: Reibungskraft phanomenologisch

— Gleitreibung fester Korper
Fr = —,u\ﬁmy, Normalkraft: Fy = mg
v

— Fiir viskose, Stokes’sche Reibung, kleine Reynoldszahl

—

FR = —KU
— Bei ”Luftreibung”, grole Reynoldszahl
~ 1 U

Fp = —=cypAv?
2 v
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5.4 Erhaltungssatze
5.4.1 Impulserhaltung

e Ein einzelnes freies, d.h. keinen aufleren Kréften ausgesetztes, Teilchen hat
konstanten Impuls

=0 fir F=0, also p(t) = const

e Fiir System von N Teilchen, die gegenseitig Krifte aufeinander ausiiben, ist in
Abwesenheit aulerer Krafte der Gesamtimpuls P erhalten:

N N
=1 =1

e Mit Gesamtmasse M = >~ m; und dem Schwerpunkt

]

| X
LS

M i=1
Beweis:

e Sei ﬁij die von Teilchen j auf Teilchen 7 ausgeiibte Kraft. Die auf Teilchen ¢
ausgeiibte Kraft ist dann:

N
Fo=>"F,
j=1
J#i

e Damit
o N . N — — —
LIS 55301 30 3.1 SV S oF NSSD o 1 o)t
i=1 =1 i=1 JJ?J 1<j 1>] 3. NG 1<j 1>7
= 2 =) Fi=0
1<J 7>t
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5.4.2 Drehimpulserhaltung

e Der Drehimpuls L eines Teilchens am Orte 7 ist definert durch:

-

L=rxp

e Das Drehmoment unter dem Einfluss einer Kraft F ist

N=FxF
Somit:
L:%(Txﬁ):rxp—l—rxp
e Da .
FXpP=7xmr=0
folgt

e Der Drehimpuls eines Teilchens, auf das kein Drehmoment wirkt, ist zeitlich
konstant.

° Ubung: Gesamtdrehimpuls von System von n Teilchen bleibt in Abwesenheit
aulerer Krafte erhalten, falls Krafte zwischen Teilchen Zentralkrafte sind.

Energieerhaltung im néachsten Kapitel

Lessons learnt:
e Newtonsche Gesetze: Immense Abstraktionsleistung
e Newtonsche Gesetze bilden selbstkonsistenten Rahmen der klassichen Physik
e Forschungsprogramm: Suchet die Krafte

e Newton’s zweites Gesetz fiihrt auf Bewegungsgleichungen, in der Regel Differ-
entialgleichugnen 2. Ordnung
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6 Vektoranalysis

Motivation:

e Krafte sind Felder: Verallgemeinerung der Kurvendiskussion und Integra-
tionsrechnung aus der Schule auf’s Hoherdimensionale

—

e Von y = f(z), z,y € R nach § = f(Z), Z, i € R3

6.1 Felder, Kurven und Flachen
e Skalare Felder ¢(7)

¢:R* =R T+ ¢(7)

Beispiele:

— Temperaturfelder

— Gravitationspotential

— Energiefelder, |E(Z)[2
Skalare Funktion n Verdnderlicher

e Vektorfelder F(Z)
F:RP SR 7w F(2)

Beispiele:

— Geschwindigkeitsfelder
— Gravitationskraft

— Elektrisches, magnetisches Feld
Bemerkung: Ist ﬁ(f) linear, landen wir bei Matrizen

e Kurven #(t)
7 R— Rt Z(t)

Beispiele:

— FErde um die Sonne
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— Ball ins Tor

e Flichen #(u,v)
7R = R* (u,v) — Z(u,v)

Beispiel:
— Kugeloberflache

r? + y2 + 22 =77
Aufgelost nach z

z=4r2— 22— 2

Ergibt Parametrisierung der Kugeloberflache

u
K(u,v) = v ;o 2(u,v) = £Vr2 —u? — 02
z(u,v)

6.2 Integration in mehreren Variablen
6.2.1 Wegintegrale

Bezeichnung: Auch Linien- oder Kurvenintegral
Wegintegrale lassen sich iiber Skalar- und iiber Vektorfelder ausfiihren

Wegintegrale iiber Skalarfelder

Motivation:
Wir wollen die Lange einer Kurve berechnen

Das einfachste Wegintegral ist das tiber ein Skalarfeld, das identisch 1 ist. Dies ergibt
die Bogenlange

e Gegeben eine Kurve v ~ 7(t)

e Ziel: Bestimme Léange der Kurve zwischen Punkten Z(¢;) und Z(ty)
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e Fiir zwei infinitesimal benachbarte Punkte Z(¢) und Z(¢ 4 dt) gilt mit Taylor-
Entwicklung

dx(t) ,, 1)

di(t
i o di —a) = W o

ds = Z(t+dt)—Z(t) = Z(t)+ o

O(dt?): Terme der Ordnung dt? und hoher: Der Rest der Taylorentwicklung

Definiere:

dt, das Bogenlangenelement

e Fiir die Lange folgt

e =B (LONR 0
St dt —at

ty =
:/ds:/ dx—(t)‘dt
vy t; dt

e Parametrisierung durch ¢ ist eine Variablensubstitution.

Damit die Bogenlange L

Beispiel:
e Betrachte Funktion y = f(x)

e Ergibt, slight abuse of Notation :-)

Damit folgt fiir Bogenldngenelement

d,ﬁE d£B1 d.l?g( /—,
\/ dm \/ ( dz > L+ [ile)de

e Damit die Lange L

- /:de
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Wegintegrale iiber Vektorfelder
Motivation:

Wir wollen die Arbeit W ausrechnen, die mit der Bewegung eines Korpers in einem
Kraftfeld F' entlang eines Weges v verbunden ist.

e Ist das Kraftfeld konstant, der Weg eine Grade und ¥ ein Vektor vom Anfang
zum Ende des Weges, so folgt:

W=F.7

Gelten die Voraussetzungen nicht, gilt

e Der Weg v wird durch Z(¢) parametrisiert. Dieses entspricht wie oben einer
Variablensubstitution

e Mit

folgt

- - d(t
W= /F dg = / Faw) - 0 g (13)
2l i dt
Beispiel, der Einfachheit halber zwei-dimensional

e Gegeben sei das Kraftfeld
2
F(7) = ( 102 )

e Der Weg v sei eine Gerade, die den Ursprung < 8 ) mit dem Punkt ( ? >

verbindet
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e Parametrisierung:

7::%'(25)2(2;), 0<t<1

dSl ii'l dt . 2dt
d52 jj2 dt N dt

e Integral berechnen

| /ﬁ-d§—/w%x2d31+x1x§dsg
i

Y

1
= / (2t)%t(2dt) + 2tt3dt
01
— / (8t + 2t%) dt
0

1 t4
= 10/t3dt:10—
0 4

1

5
0 2

Zwei wichtige Eigenschaften

e Die Parametrisierung des Weges ist nicht eindeutig

Am obigen Beispiel: Die Parametrisierungen

@@:(?) 0<it<1

@(t):(‘;) 0<t<0.5

@(t):(%}?) 0<it<1

ergeben die selben Graden und das selbe Ergebnis fiir das Integral.
Es gilt allgemein:

Der sich ergebene Wert des Wegintegrals ist unabhangig von der Parametrisierung.
Ubung
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e Durchlaufrichtung
Wird die Kurve riickwarts durchlaufen folgt

- / Feds — / " B () dt = — /t ’tf Fa()-2(t) dt = — / Feds = W,

ty

also Vorzeichenumkehr, denke an ”Berg hoch” und ”Berg runter”.

6.2.2 Flachenintegrale skalarer Funktionen

e Betrachte Funktion f(x,y) iiber rechteckigem Gebiet Q = [z;, 2f] X [yi, yy]-
Denke an Berghthe h = f(z,y).

Das von f(z,y) und 2 eingeschlossene Volumen (”Bergvolumen”) ist gegeben
durch

Ty yr yr zy
/ de dy f(z,y) = / dx/ dy f(x,y) = / dy/ dxf(x,y), Satz von Fubini
Q T Yi Yi T

Berechnung von [/ dx fy?f dy f(x,y)

— Fiihre zuerst Integral iiber dy aus
— Betrachte dabei alle z-Abhéngigkeiten als Konstanten
— Ergebnis hangt nur noch von z ab

— Fihre Integral tiber dx aus

e Beispiel:
Q=100,1] x [2,3], f(z,y) =2 +y

1 3 1 yz yf=3 1 5
/ d:c/ dy(z® +y) = / dx [wa + —] = / dx (x2 + —)
0 2 0 2] 0 2

Zur Probe andersrum
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3 1 3 23 zy=1 2 1
/ dy/ dx(x2 +y) = / dy {? + xy] = / dy (§ + y>
2 0 2 ;=0 2

8. Woche
Bei nicht rechteckigen Gebieten hingen die Integrationsgrenzen y;,ys, resp.
x;, Ty, VON T, TeSp. von y ab.

Beispiel:
e () = Einheitskreis = 2% + y* < 1, wieder f(z,y) = 2* +y

e Mogliche Parametrisierung der Flache:

re€[-1,1,y € [-V1—22, V1 — 22

e Es folgt:

1 V1—z2 1 y2 1-x
/dwdyf(w,y) = /dw/ dy(x2+y)=/ d {w2y+—}
Q ~1 —VI—z2 -1 2 _ i

1
= / dz 22°V/1 — 22

1

1 1
- 9 {—% (1—3:2)3+§(x\/l—x2+arcsinx>}

1

1 ) |1 1 (7T+7T) T
= -—arcsinz ==\t 35)=~+
4 L4 \2 2 4

e Hiflich
e Oft 1aBt sich Integration durch Wahl geeigneter Koordinaten vereinfachen.

e Bei Integration tiber Kreis: Besser Polarkoordinaten (r, ¢) als kartesiche Koor-

dinaten (x,y)
x\ [ rcos¢
y )]\ rsing
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Das infinitesimale Flachenelement

e Laxe Formulierung

— In kartesischen Koordinaten ist das infinitesimale Flachenelement dA
zwischen (z,y), (z + dz,y), (z,y +dy), (x +dz,y + dy):

dA = dxdy

— In Polarkoorinaten ist das infinitesimale Flachenelement dA zwischen

(r,0), (r+dr, ), (r,¢+d¢), (r+dr,¢ + do):

dA =rdrdeo

e Mathematische Formulierung
Die Substitutionsregel (als Umkehrung der Kettenregel)

Erinnere

b 9(b)
| g @z = [ sy

In hoheren Dimensionen:
| ra@iaet Dy(@as = | sy
U 1%

mit Funktionalmatrix
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991 991

oxr1 = Ozn
Dg(z)=| : :

Ogn Ogn

oz Y Oz z

det Dg(z) beschreibt den Ubergang von einem infinitesimalen Flichenelement
zum andern

Hier: _
Do) = (Snd s )
Damit:
|det Dg(r, ¢)| = |rcos® ¢ + rsin®¢| =r
und
dxdy = rdrd¢
Zusammenhang

— Weil infinitesimal reicht erste Ableitung, quasi Taylor-Entwicklung 1. Ord-
nung

— Determinanten messen (wieder mal) Volumen

— Vertiefung in der Ubung

Damit die analoge Rechnung wie oben:

1 2m
/Q drdy(x® +1y) = /0 /0 rdrdg (r* cos® ¢ + rsin ¢)

1 2m
= / drr/ de (r* cos® ¢ + 7 sin @)
0 0

1 2 1 2w
= / drr3/ d¢0082¢+/ der/ d¢ sin ¢
0 0 0 0
=1/4 =7 =0

T
4
e Elegant
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6.2.3 Volumenintegrale skalarer Felder

Analog zu Flichenintegralen nun mit skalarem Feld f(x,y, z) und Gebiet 2 C R? in
variabler Schreibweise

[ dsayazsien) = [ avee) = [ ar@ = [ ar -

o o 3 _ — —
/Qf(x,y, 2)dx dy dz = /Qf(F)dV = /Qf(f')dr = /ﬂf(r)dr
Beispiel:

e M: Gesamtmasse von Korper mit Ausdehnung 2 und Massendichte p(7)

M= /Q drp(r)

Ist  rotationssymmetrisch, i.e. eine Kugel, dann analog zu Polarkoordinaten in R?
in R? Kugelkoordinaten

x rsin 6 cos ¢
r=1\| vy | = | rsinfsing |, r>00<¢p<2m,0<0<n7
z 7 cos 6
Funktionalmatrix:

sinfcos¢p —rsinfsing rcosfcosp
sinflsing rsinfcos¢ rcosfsing
cosf 0 —rsinf

In der Ubung:
dz dy dz = r*sin 0 drdfde

Volumen der Kugel:

R s 27 A7
V:/da:dydz:/ drrz/ db sin@/ dp = —R?
Q 0 0 0 3

—_— —
—R3/3 =2 =27
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6.2.4 Oberflachenintegrale von Vektorfeldern

Das Integral eines Vektorfeldes iiber eine Flache misst den Fluss des Vektorfeldes
durch die Flache.

e Beispiel

— Betrachte Fliache in z-y-Ebene, die von Fliissigkeit mit Geschwindgkeit v
durchstromt wird.

i _—1a
o P
dV=A-dz
o— P
o >
v
dz=v-dt

— Zeigt v in z-Richtung, steht also senkrecht auf der x-y-Ebene, ist der
Volumendurchsatz dV eines infinitesimalen Flachenelemets dA = dx dy
im Zeitintervall dt:

dV = dt|v(z,y)|dA
Ist ¥(x,y) nicht senkrecht zur Fliche, folgt
AV = dt ¥(z,y) - dA,  mit dA = (2, y)dA

— 7ia(x,y) ist der Normalenvektor von A im Punkte (z,y).

e Der Gesamtfluss V ergibt sich durch Integration

. d S
VZ—VI/?7(:'3,3/)'dAz/dxdyU(:v,y)'ﬁA(x,y)
dt A A ~ ~~ -

€ER

Berechnung des Flusses fiihrt also auf ein Flachenintegral einer skalaren Funk-
tion, sieche Kap. 6.2.2.
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e Fluss eines Vektorfeldes durch geschlossene Flache, z.B. Kugeloberflache ist
gegeben durch

V=0¢ 7-dA
o0

Konvention: 74 weist aus dem umschlossenen Volumen 2 hinaus.

6.3 Partielle und totale Ableitung
6.3.1 Partielle Ableitung

e Im eindimensionalen galt fiir die Ableitung

o) — i L) = )

h—0 h

e Im mehrdimensionalen wird A zu einem Vektor A

e Partielle Ableitungen sind die Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen

of (@) o flanme, by xy) = f(2, . 2)

e Analog zur mehr-dimensionalen Integration:

Bei %—fc@ betrachte alle z; mit j # 7 als Konstanten
e Beispiel:
fzy,m9) = 2223 + 2y
ergibt
——f(z1,20) = 20925 +1 und  —— f(x1, 29) = 32222
axl(l 2) 142 ax2(1 2) 1+2
e Hohere partielle Ableitung, z.B. f;, ., erhélt man durch weiteres partielles Dif-
ferenzieren.

e Satz von Schwarz: Sind die partiellen Ableitungen stetig, gilt:

fxi x; — f:):j x;
Ergo: Reihenfolge der partiellen Differentiationen darf vertauscht werden

Gilt entsprechend auch fiir hohere partielle Ableitungen
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6.3.2 Totale Ableitung

e Hiufig gilt fiir x;: x; = z;(¢). Dann folgt mit der mehr-dimensionalen Ketten-
regel

dt Ox; dt

i=1

die totale Ableitung von f nach t.

e Betrachte f(z,y)

d _Ofdx  Ofdy
%f(x(t),y(t)) “ o dt Dy di

.dy _ 9y
Beachte: - =5

e Besonders wichtig: Explizite Zeitabhangigkeit

— Funktion f(z(t),y(t)) hingt implizit, i.e. iiber z und y, von der Zeit t ab.
fx(t),y(t),t) driickt explizite Zeitabhéngigkeit der Funktion aus.

Beispiel: Zeitabhangige Krafte
Totale Ableitung von f(z(t),y(t),t)

d ofde  ofdy Of
Ef(x(t),y(t),t) “orar T Dy dt +to5

Totales Differential als Ubung

6.4 Ableitungen von Feldern

e (Gradient eines skalaren Feldes

Sei () ein skalares Feld, so ist sein Gradient

%0 R

So—| % |- o
¢ gg y¢
9 d.¢



— Anschauung: Der Gradient beschreibt die Richtung des steilsten Anstiegs
des skalaren Feldes.

— Formales Beispiel:
2xy — yz
(b(x:ya Z) = x2y—xyz, Vcb(x,y,z) = {L‘2 —xz

— Anschauliches Beispiel:
Metallblock: Rechts heizen, links kiihlen

Temperaturverlauf:
o(z,y,2) = ax
!
Vo(x,y,z) =1 0
0

— V heiit auch Nabla-Operator®

— In Analogie zu ein-dimensionalem Fall f(z) hat die Funktion mehr-
dimensionaler Verdnderlicher f(Z) einen stationdren Punkt fiir

Vi@=| "7 | =0

Beachte: Nicht alle stationaren Punkte sind Extrempunkte

— Im ein-dimensionalen

kann es einen Wendepunkt geben

— Im zwei-dimensionalen, betrachte den hyperbolischen Paraboloiden

flzy) =2" =y’

5Von assyrisch fiir Harfe
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f(x,y) [
AKX

7 |=3%e%

XK

S\
R
=

"Il// {/°\\\\\\“‘
"t A \est
I/

) L 1 L L L L L L L /

ein Sattelpunkt bei (0, 0)

— Ein Feld F (7), das sich als Gradient eines skalaren Feldes ergibt oder
schreiben 1a8t, heifit Gradientenfeld.

E(r) = | 9,0()

e Divergenz eines Vektorfeldes

Die Divergenz eines Vektorfeldes F ergibt sich durch das Skalarprodukt:

4 o 4 OF, OF, OF. <—O0F
div F= V- F=2"+ 3 + 5 —;axi

Anschauung:

— Die Divergenz beschriebt die Quellstarke.

— Divergenz des Gravitationsfeldes gibt die erzeugende Massendichte,
Kap. 6.7.2

— Divergenz des elektrischen Feldes die erzeugende Ladungsdichte.
Maxwell-Gleichung

. B@) =2
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Beispiel

. F
V-Fzz(9 —1+1+1=3

8xi

e Rotation eines Vektorfeldes

Die Rotation eines Vektorfeldes F ergibt sich aus dem Kreuzprodukt:

0 F OF, _ OFy

- o - %g T %g 0z

rot F=V x F = 5 X F, — 38_;_%
J F OFy _ OF;

0z z oz oy

— Anschauung: Die Rotation misst die Wirbelstéarke eines Vektorfeldes, z.B.
des magnetischen Feldes.
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— Beispiel

. -y
F= T
0

0

VxF=1]0

2

— Man kann zeigen: Gilt VxF = 0, so existiert eine Stammfuktion G von
F' mit

B
&

— Ein Feld H (7), das sich als Rotation eines Vektorfeldes ergibt oder
schreiben 1a8t, heifit Rotationsfeld:

H = rot F
9. Woche

e Laplace-Operator

Die Divergenz des Gradienten

felo]
= = (0 0 0 g3
V- (Vo) = (83:’ oy’ 835) gg
9z



liefert den Laplace-Operator:

<
A
Il
|

A =

Der Laplace-Operator ist in der Elektrodynamik und der Quantenmechanik
von zentraler Bedeutung, siehe auch Kap. 6.7.2.

e Niitzliche Identitéiten, Beweise als Ubung
Fiir jedes skalare Feld ¢ gilt:

V x (V) =0

Merke: Gradientenfelder sind rotationsirei
Fiir jedes Vektorfeld F gilt:

V- (VxF)=0

Merke: Rotationsfelder sind divergenzfrei

Merke: Konkret rechnet man mit V wie mit einem normalen Vektor aus R3, es gilt
aber nattirlich nicht V- F = F - V.

6.5 Integralsatze

Erinnerung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechung:

| =)~ f(@ (1)

Das Argument des Integrals ist durch die Operation des Differentialoperators
% auf die Funktion f(z) gegeben.

Die rechte Seite ist durch Auswertung von f(x) auf dem Rand des Integra-
tionsintervalls [a, b] gegeben.

Jedem verniinftigem Gebiet €2 in R™ kann man einen Rand zuordnen.

Der Rand 02 ”lebt” in R*!
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Beispiele
e Kreisfliche in R?, Rand in R!
e Quader in R3, Rand in R?

Der Stokes’sche und der Gaufische Satz verallgemeinern den Hauptsatz Gl. (14) auf
hoherdimensionale Integrale iiber Differentiale von Vektorfeldern im R”, die durch
Integrale dieser Vektorfelder selbst im R"~! ausgedriickt werden.

6.5.1 Der Stokes’sche Satz

Der Stokes’sche Satz fithrt das Flacheninteral der Rotation eines Vektorfeldes zurtick
auf ein Wegintegral des Vektorfeld entlang der die Flache berandenden Kurve:

mit

6.5.2 Der Gauf3’sche Satz

Der Gaufi’sche Satz fithrt das Volumenintegral der Divergenz eines Vektorfeldes
zuriick auf ein Oberflachenintegral des Vektorfeldes tiber die das Volumen begren-

zende Flache:
/w.ﬁ)df:jq{ Fedi
Q o0

e Das Volumenintegral iiber die Divergenz einen Feldes F ist gleich dem Fluss
des Feldes durch die das Volumen begrenzende Oberflache.

e Dies rechtfertigt die Interpretation der Divergenz als Quellstarke

6.6 Konservative Felder
6.6.1 Vier aquivalente Definitionen

e Definition: Ein Feld heifit konservativ, wenn das Wegintegral nicht vom Weg,
sondern nur von Anfangs- und Endpunkt abhangt.
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e Wegintegrale iiber Gradientenfelder

Sei F' der Gradient einer skalaren Funktion f

— -

F=vVf

Das Wegintegral tiber eine Kurve 7 ist mit Gl. (13)

/ﬁ-df = /ﬁf(f)-df:/f(6f(?t)).%)dt

= [T s - st

KR

1

mit der mehrdimensionaler Kettenregel

dr(I(t)) oy diit)

T iUGIE i

Das Wegintegral iiber Gradientenfeld hangt also nicht vom Weg v, sondern nur
von den Endpunkten ab.

e Vektorfeld F(r) ist genau dann konservativ, wenn Wegintegral iiber
jeden geschlossenen Weg verschwindet.

j[ﬁ-df:o

Beweis: Wahle zwei beliebige Wege ~; und v, zwischen den Punkten 7 und 75
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S
Iy

Zwei Wege von r; nach r,

Ein geschlossener Weg ergibt sich, wenn man zuerst v; und dann 7, in
umgekehrter Richtung durchlauft

/ Fai — / Pl = 0 e / Pl = / Fai
Y1 Y2 Y1 Y2

— Ist F(F) konservativ, folgt: <=

Es gilt also:

— Verschwindet Wegintegral iiber geschlossenen Weg, folgt: —-

e Nach dem Stokes’schen Satz verschwinden beliebige geschlossene Wegintegrale
genau dann, wenn F' rotationsfrei ist, also

VxF=0
Damit vier aquivalente Definitionen konservativer Felder F:
(i.)
(ii.)
(iii.)
)

Das Wegintegral tiber F héngt nur von Anfangs- und Endpunkt ab.
F ist Gradient einer skalaren Funktion: F = V f

Geschlossene Wegintegrale tiber F verschwinden.

F ist rotationsfrei: V x F = 0 im gesamten Raum

(iv
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Liegt F* explizit vor, ist (iv.) der einfachste Check.

Die skalare Funktion f wird in der Regel mit U bezeichnet und heifit Potential.
Konventionsmassig wird es mit einem Minuszeichen definiert

ou
. . oz
F=-vu=-| 2
ov
oxs

6.6.2 Beispiele
Beipiele: (nicht) konservativer Kraftfelder:

e Gravitationskraft

mims

FG:_F)/ 3 r, U(T):_7

o Zentralkraftfelder

— rotationssymmetrisch:

e s
iz &

7
&

konservativ

— Allgemeiner Fall

nicht konservativ, Horerumfrage

e Harmonische Kraft, siche Kap. 8



e Nichtkonservatives Feld:

—y 0
Betrachte: F' = z |, (VxF)=10
0 2
e Besonders schon:
1 Y ,

siche Ubung

e Eindimensionale Dynamik

F(z) ist immer konservativ. Grund: es existiert immer U(z) mit

F(x) = —%U(m)

néamlich die Stammfunktion von —F(z).

— Da Kraftfeld konservativ, nutze Energieerhaltung

1
§m$2 + U(z) = E = const

Damit:

i = 4++/2/m(E — U(x(t))
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— Dieses heifit “Erstes Intregral”

xdt/

A e =Tew ¢z/m<?,_ 0w [ar=tn

— Laft sich das Integral in geschlossener Form losen, so ergibt sich:

r=x(t; E,z1), v = \/2/m(E = U(x1)),

da E=T+U>U

— Ansonsten lernt man zumindest, wie lange es von z(t1) bis z(t3) gedauert
hat :-)

Ulx)

E3 s o —

EZL---T Z/"'\T__
% ~

E1 s - -

Ein Beispiel einer Potentialfunktion fiir eine eindimen-
sionale Bewegung mit den erlaubten Aufenthaltsbereichen fiir
verschiedene Energien

6.6.3 Energieerhaltung

Betrachte Massenpunkt in zeitunabhéngigem konservativen Kraftfeld.

e Bewegungsgleichung: . .
mr(t) = F(r(t))

e Multipliziere mit 7 und integriere liber ¢ von t; bis t,
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e Typischer Trick, um von Kraften zu Energien zu kommen

m/ :—m/ dt— = mfzﬁf:T(tg)
t 31

e LHS:

mit T' = %mr die kinetische Energie

e RHS:

t1

Da Kraftfeld konservativ, gilt :

Somit

Ergo: Die Grofie
1
B = Smi’(t) + U(7(1))

ist fiir konservative Kraftfelder eine Erhaltungsgrofie.

e . Gesamtenergie
e T Kinetische Energie

e U: Potentielle Energie

Alternativer Beweis:

dE dT  dU  mdi¥® oUde oUdy

W dt a2 dt T omadr Toydt
TN — N aU
= MT-T—l—VU'T’—f‘E
oU

= ﬁ Y e
(F+VU) -7+ T

Ergo, Energieerhaltung falls

/ * BE(() - (t) = /7 P -

oU dz
Oz dt

—T(t1)

ou
ot

o Kraftfeld als Gradientenfeld darstellbar, i.e. konservativ, namensgebend.

e Potential und damit Kraftfeld zeitunabhéngig.
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6.7 Gravitationsgesetz

Gravitationskraft zwischen zwei Punktmassen M und m:

mM .
(rm

—

— TM)

F=-G

HFm _77M||3

Gravitationskraft von N Punktmassen M; auf Masse m am Orte 7
N
F = —sz _,—1_,3(77_ 7:;)
— || = 73]

Betrachte statt Punktmassen Massendichte p(7”)

Das Gravitationsfeld ¢ ist definiert als Gravitationskraft geteilt durch die Masse, auf
die sie wirkt :

F M
§g=—=—-G—r, M im Ursprung
m r
Bei Massenverteilung
i
g=—-c [ a7 —LT)_(r_ (15)
v [P =P

6.7.1 Gravitationspotential

Da Gravitationskraft konservativ, existiert fiir Punktmasse (am Usprung)
Gravitatonspotential ® mit

j=-vo, o =-c2 (16)

,
Probe als Ubung ?

e DaV linear, 6(@1 + dy) = 6@1 -+ 6<I>2, ist Potential einer Massenverteilung
Integral iiber Potential der Massendichte

@@:-gﬁﬁJﬂi-

|7 =]l
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e Generell: Rechnen mit Potentialen € R einfacher als mit Kriften € R3, siche
Lagrange- und Hamilton-Formalismus im 2. Semester

10. Woche
Physikalische Anwendung: Gravitationspotential homogener Kugel mit Radius R

e Massendichte: e
) op fur <R
p(T7) = { 0 sonst

Wihle Kugelkoordinaten, 0.B.d.A.: z’-Richtung parallel zu 7

e Potential

O(F) = —G/d“’ G _—Gp/ dr'r ’2/ L P

7= =7l
—27r
= —271Gp/ dr'r" sin 0
\/r2 + 12 — 21’ cos

mit Kosinussatz

|7 —7[|* = 1% + "2 — 2r1' cos§, O Winkel zwischen 7 und 7/,  mit r = |||
e Variablensubsitution

0 —y=\r2+r?2—2rr cosf
dy rr’ sin @ sin 6 _dy

2 — :>
dd  \/r2+ 12 —2rr' cosé \/7“2 T2 _2rr'cosf v’

Die Grenzen 6 = 0 und 6 = 7 entsprechen cosf = +1, damit

y=Vr2+r2F2rr =|r Fr|

Damit Potential aulerhalb der Kugel, ||7]| > R > 1’

e R r+r’ 417G R ArGpR3 1
o7 = 500 [ [ gy A5G0 [y R

r r 3 r



e Mit Kugelvolumen V = %RS und Gesamtmasse M = Vp folgt
M
O(r) = -G —
(7 =-c"
Vergleich mit Gl. (16) ergibt

Das Gravitationspotential einer homogenen Kugel ist aulerhalb der Kugel
identisch mit dem einer im Zentrum der Kugel lokalisierten Punktmasse!

e Konsequenz: Planeten konnen im wesentlichen als Punktmassen behandelt
werden.

e Ubung: Gravitationsfeld innerhalb und aufierhalb homogener Kugel in beliebi-
gen Dimensionen mit Gaufi’schem Satz viel einfacher zu berechnen
6.7.2 Poisson-Gleichung

Gravitationsfeld kann statt Volumenintegral Gl. (15) auch in differentieller Form
geschrieben werden

e Es gilt, Beweis als Ubung

A<1>:O firr >0

r

Angewandt auf Gravitationspotential einer Punktmasse:

— —

AP =V -Vd=— -g =0, alsoﬁ-g’:()fiirr>0
o Gauf¥’scher Satz:

— Der Fluss von ¢ durch jede Oberflache, deren eingeschlossenes Volumen
die Punktmasse M nicht enthalt, verschwindet.

— Fluss von ¢ durch jede Oberfliche, deren eingeschlossenes Volumen die
Punktmasse enthalt, ist gleich.

Beweis:

— Betrachte zwei Oberflachen, die die Punktmasse umschlieen, Volumen
zwischen Oberflachen sei V
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—InVgltV-g=0
Gaufl’scher Satz:

Folgt:

7( j-d[f:f g-d£2+]f G-dA; =0
oV So S1

Beachte: dffl, d/fg zeigen nach auflen.
e Berechnung des Flusses

— Betrachte Kugeloberfliche mit Radius R, § und dA sind parallel

GM
R2

™ 2
Jq{dA:RQ/ desine/ dé = 41 R
S 0 0

—_———
=2 =27

G-dA=—""0dA

Kugeloberflache:

Ergibt zusammen

- GM
Jg-dA = — dA = —47GM
72" R Jy "

Mit Gl. (17) ist das Ergebnis unabhéngig von Wahl der Oberflache

102



— Auf Grund der Linearitat gilt fiir mehrere Punktmassen M; in S
%g*-dﬁz—47rG(M1+M2+...+Mn)
S

Fiir kontinuierliche Massenverteilung p(7) gilt

]{ G-dA = —4rG / p(F)dF
S

\%4

— FErinnere Gaufl’scher Satz:

]{g-dff:/(ﬁg)df
S 1%

Da linke Seiten identisch und das fiir jedes Volumen V', folgt, dass auch
die Integranden identisch sein miissen:

V.-§=—47Gp (18)

Die Massendichte p ist die "Quelle” (=Divergenz) des Gravitationsfelds

— Fiir das Gravitationspotential ¢ gilt
A® = 4nGp

die Poisson-Gleichung.

Ubung: Nutze Gl. (18), um in beliebigen Dimensionen das Gravitationsfeld im In-
neren und im Aufleren einer Kugel zu berechnen.

6.8 Die Kontinuitatsgleichung

Integralsatze geben Zusammenhang zwischen lokalen Aussagen, die an jedem
Raumpunkt gelten, und globalen Aussagen, die fiir beliebige Flachen/Volumina gel-
ten.

e Beispiel: Elektrische Ladung
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Sei p(Z,t) die elektrische Ladun

gsdichte. Dann ist

Qult) = /V p(@.1) '

die Gesamtladung in Volumen V' zur Zeit ¢

Betrachte Ladungsanderung in V'

d d
CQut) = /V ol )

Physik: Gesamtladung in einem

abgeschlossenen Gebiet ist Erhaltungsgrofle.

Ergo: Ladungsanderung in V' geht nur iiber Ladungsfluss durch Oberflache von

V

Definiere Stromdichte 7(#) zu Ladungsverteilung p(Z), die sich mit

Geschwindigkeit 0(Z) bewegt

) D
A
dV=A-dz T
1%
e :
dz=v-dt

Ladungsanderung :

104



—

d S
%Qv(t) =— / J(@) - dA eine globale Bilanzgleichung (19)
v

Vorzeichen: dA ” gucke nach drauffen”: Fluss macht Abnahme von Qy

Damit

Mit Gaufl’schem Satz:
[ o= [(F-j@yes
174 1%

Gilt fiir beliebige (globale) Volumina.
Daher gilt die lokale Aussage:

pE 1) = =V - j(7)

die Kontinuitatsgleichung

Abgeleitet aus Bilanzgleichung, Gl. (19)

Bilanzgleichungen fiir Imupls und Energie fithren in Hydrodynamik zu
Bernoulli- und Navier-Stokes-Gleichung.
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Lessons learned:

Wegintegral, Flachenintegral, Volumenintegral

Zusammenhang partielle und totale Ableitungen

Gradient gibt Richtung des starksten Anstiegs eines Skalarfeldes
Divergenz misst Quellstarke eines Vektorfeldes

Rotation misst Wirbelstarke eines Vektorfeldes

Integralsitze bilden Beziehung zwischen Integralen tiiber Differentiale von Vek-
torfeldern in R”™ und Integralen der Vektorfelder im R"!

Rotationsfreie Kraftfelder sind konservativ

Die Massendichte ist die Quelle des Gravitationsfeldes.
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7 Differentialgleichungen

Motivation:

Alle wichtigen Gleichungen der Physik sind Differentialgleichungen.
Diese machen die Physik pradiktiv und quantitativ.

Beispiele (ohne Vektorpfeile :-)

e Radioaktiver Zerfall

T = —ax
e Harmonischer Oszillator
i = —w’r
e Teilchen im Gravitationsfeld
. mimes
mii =G
r2

Elektromagnetische Wellen (partielle Differentialgleichung)

1 02 0? 1= .
== = — . —E=AF
1D 2 atzE(x,t) a$2E(x,t), 3D 02E
e Schrodinger Gleichung
.0 h* 0?
1D: Zhglp(x,t) = (—%@ + V(Slf,t>) (x,t)

L0 h?
11. Woche

Differentialgleichungen beschreiben die Anderung eines Zustands in Abhéangigkeit
des Zustands, im einfachsten Falle:
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e vektorielle DGL. 1. Ordnung (Dynamisches System)

—

E(t) = f(Z(t),  #(t=0)=1 (20)
oder

e univariate DGL. nter Ordnung (gewdhnliche Differentialgleichung)

™ = g(z"V 272D ) (21)
mit Anfangswerten

(LC(nil)(t = 0), Z'(n72)(t = 0)7 cee 7x<t = O)) = (x(()nil% x(()”*2)’ s 7:C0)

Die Darstellungen in Gl. (20) und Gl. (21) sind dquivalent.
e Von Gl. (21) nach Gl. (20) durch Einfithrung von n Komponenten

rT = T
Tiv1 = I’Z fur2:1,n—1
Tn = g(xnaxn—lamn—27--'ax1)

Beispiel: Gedampfter harmonischer Oszillator

2

T = —YT — wyT
Definiere
Iy =, To = i‘l
Ergibt
.ﬁi’l = T2
. 2
Xo = —YT2 —Wyl1

In Matrixschreibweise

¥ A7, mitA:( 0 1)
—Wy 7

e Andersrum, von Gl. (20) nach Gl (21) mitunter nichttrivial.
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7.1 Analytische Losungen

Annahme: Losung ist eindeutig. Notwendige Voraussetzung in Mathe-Vorlesung,
Stichwort: Lipschitz-stetig

7.1.1 Ganz einfach

&= f(t)
Allgemeine Losung:
x(t) = F(t)+¢, F(t) Stammfunktion von f(t), eine Kurvenschar
Spezielle Losung :

¢ Anfangsbedingung : ¢ = x(to) — F(to)

7.1.2 Getrennte Variablen

&= f(t)g(x)
Sei F(t) Stammfunktion von f(t) und G(x) Stammfunktion von ﬁ, und g(z(t)) # 0
. T d
&= f(t)g(x) < o) ft) & Gl2) = ft) & Glz) = F(t) +c

Lose Gleichung nach x auf.

Beispiel:
i =—tr?, F(t)=t/2, Gx)=1/x

1 t2+ - 2
- = C r = —-
T 2 t2 4+ 2c

Diskussion der Losung
e ¢ aus Anfangsbedingung, sei g = z(0), c = —
e Dann

—29=0: z(t) =0
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— 29 < 0: Losung nur fir ¢t < \/%, da Losung bei t = \/ﬁ divergiert
X0 o
— x> 0: Alles gut

Laxe Formulierung, tue so als seien dx und dy "normale” Zahlen.

dx dx dx
o = fgle) & = e [ 5~ [ poar

"Trennung der Variablen”

7.1.3 Linear

= f(t)z

Da die Gleichung linear ist, gilt das Superpositionsgesetz:

e Sind x;(t) und zo(t) Losungen, so ist x(t) = cz1(t) + caxa(t), ¢1,co € R eine
Losung.

e Die Losungen der Differentialgleichung bilden einen Vektorraum.

Laxe Losung

= f(t)r & —_dtf @/ /dtf t) & Inz = F(t) +

o o =0 o g(t) = Nef (22)
Check:
i =XNe"OR) = NP O f(t) = f(t)
7.1.4 Inhomogen linear
&= f(t)r+g(t) (23)

e Motiviert durch Gl (22) wéhle Ansatz:

z(t) = \(t)ef'® Variation der Konstanten
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e Eingesetzt und Vergleich mit Gl. (23):

= M)+ A0V () = F(8) M) +9(1)

=T

ergibt sich DGI. fir A(¢):
A1) = g(t) & At) = g(t)e ™
e Mit H(t) Stammfunktion von g(t)e F® folgt A\ = H(t) + ¢ und Gesamtlosung
x(t) = ce® + H(t)e!™

7.1.5 Linear mit konstanten Koeflizienten

Einfachster Fall, Trennung der Variablen:

r = —az, z(0) = xg
dv
o = o
d
oo _adt
x
’ 1 / ! /
—dr = —a [ di
) z 0
log(y)lz, = —ot
log(x) — log(xy) = log (i) = —aot
Lo
x(t) = zpe™™

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ergeben sich z.B. nach
Taylorentwicklungen bei Schwingungen mit kleiner Amplitude, siche Kapitel 8.

(i) Gleichungssystem erster Ordnung

Sei A (m x m) Matrix

7= A%, Anfangsbedingung : (0), 0.B.d.A to =0
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e Formale Losung:

#(t) = e Z(0)  mit Matrix (At);; = At

e Exponentialfunktion einer Matrix ist definiert durch

BTL
eB:ZH mit B = 1
n=0
Ableitung:

d d
—B)| =—B;

(dt ) oAt

e Eis gilt, Beweis als Ubung

(At)" = A" "

e Ubung: Beweise Gl. (24)
Konkrete Losung

e Man nehme an, 7(0) sei Eigenvektor von A zum Eigenwert A:

AZ(0) = AZ(0)

(24)

dann ist Z(0) auch Eigenvektor von A% und zwar zum Eigenwert A\?, erinnere

Kap. 4.7

A?F(0) = A(AZ(0)) = MAZ(0) = A\2%(0)

und allgemein:

A"E(0) = A"Z(0)

Unter Ausnutzung der Potenzreihen-Darstellung von e folgt explizite Losung:
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e Ist 7(0) kein Eigenvektor von A, erhdlt man explizite Losung in dem man Z(0)
als Linearkombination von Eigenvektoren ¥; darstellt

=1

mit
Losung:
l_"(t) = Z CiGAith‘
i=1

Beweis:
Mit g

Eeklt — 6)\it>\z
folgt

m

E(t) = e \i@; = Ak(t)
=1 =AZ;

e [iir Fall, dass Eigenvektoren nicht existieren, A nicht diagonalisierbar ist, siche
Ubung.

(ii) Ein-dimensionale Gleichung n-ter Ordnung

2(n) — a1r + asx + ...+ anx(”_l) (25)
e Wahle Ansatz:

Mit

dm
dt_me)\t — )\me)\t
in Gl. (25) eingesetzt:
MMz (0) = areMz(0) + aAeMz(0) + ... + a, A" reMa(0) (26)
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Gl. (26) fur beliebiges z(0) # 0 genau dann erfiillt, wenn
AN —a, N = —ad—a; =0

Gesucht sind also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, siehe
Kap. 4.7

PA) = A" —a N — =gk —ay (27)
Erinnere Fundamentalsatz der Algebra, siche Kap. 2
Nullstellen von P(\) sind natiirlich grade die Eigenwerte von A aus (i)

Beachte: Auch wenn die Koeffizienten aq, ..., a, reell sind, konnen die Null-
stellen komplex sein

In diesem Fall gilt:

Ist
A=7+iw

eine Nullstelle, so auch
A=~ —iw

mit den komplexen Losungen
zi(t) =eM  und  xy(t) =
Auf Grund der Linearitat ist dann auch die Summe eine Losung

A*t
)

x(t) = c1eM + coe c,c0 € C

Mit ¢y = ¢f erhalten wir reelle Losung.

Mit ¢; = a/2 — ib/2 und ¢, = a/2 + ib/2 erhalten wir, Beweis als Ubung
z(t) = e’ (acos(wt) + bsin(wt)) = de"* sin(wt + ¢), d, ¢ € R

Merke:

— Realteil v von X sorgt fiir exponentielles Verhalten
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— Imaginarteil w von A sorgt fiir oszillatorisches Verhalten
Die allgemeine Losung

e Mit dem Fundamentalsatz der Algebra kann man das charakteristische Poly-
nom Gl. (27) schreiben als

P(N) =]J(A =), A die Nullstellen

i=1
Sind alle n \; verschieden, liefert Exponentialansatz n verschiedene Losungen.
e Die allgemeine Losung erhalt man als Linearkombination:
n

z(t) = Z ciett

i=1

Die ¢; werden durch Anfangsbedingungen z(0), 2(0), ..., 2" 1(0) festgelegt.

e Sind die A\; und damit die Nullstellen nicht verschieden, reicht der Exponen-
tialansatz nicht aus. Entspricht Nicht-diagonalisierbarkeit der Matrix A in (i).

Das charakteristische Polynom hat dann die Form:

m

PN = =2

=1

mit m < n verschiedenen Nullstellen mit jeweiligen Vielfachheiten s;, fiir die
gilt

m
S;=nNn

=1

Fiir jedes ); gibt es dann s; verschiedene Losungen, Beweis als Ubung, nutze
z.B. Variation der Koeffizienten
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Ait

e
te)\it
z(t) =
tsifie)\it
Damit die allgemeine Losung:
m S
l'(t) = Z Z Cz‘jtj_lekit
i=1 j=1

¢;j wieder durch Anfangsbedingungen festgelegt.

e Physikalische Anwendung in Kap. 8.1.2 Aperiodischer Grenzfall

7.1.6 Inhomogene lineare DGIs mit konstanten Koeffizienten
2™ = a1z + apd + ...+ a ™Y + £(1) (28)
Beachte:

e Wegen Inhomogenitét ist die Differentialgleichung nicht-linear.

e Sind z4(t) und z5(t) Losungen, so ist a2 (t) + asx2(t) im allgemeinen keine
Losung

Losungstrategie

e Betrachte zunéchst homogene Differentialgelichung, f(t) =0

Losung von oben
2(t) =) cm(t), wi(t) =M
i=1

e Angenommen, eine spezielle Losung zg(t) der inhomogenen Gleichung ist
bekannt.
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e Erinnere:
Satz:

Die allgemeine Losung von Gl. (28) lautet

t) + Z ¢ii(t)

e Beweis:

— Definiere Differentialoperator L(x)

L(g;) = x(n) — anx("fl) — ... — QT — 41X

L(z) ist offensichtlich ein linearer Operator

— Fiir spezielle Losung xo(t) gilt
L(xzo) = f(1)

Fiir x;(t) gilt
L(xl):O, izl,...,n
Damit fiir die allgemeine Losung x(t)

n

L(z +Zch Ft)

o TS

e Beweis, dass Superpositionsprinzip nicht mehr gilt

— Wiirde Superpositionsprinzip gelten, so miisste mit z(t) auch 2x(t)
Losung sein.

— Aber auf Grund der Linearitdat von L(.)

L(2z(t)) +Zcz (22;) = 2f(t) # f(t)

—2f(t) =1

Ergo: 2x(t) keine Losung, Superpositionsprinzip nicht erfiillt.
12. Woche

117



7.2 Numerische Losungen

Bemerkung zum Umgang mit Numerik in der Physik

Aufgabe: Gegeben

e Dynamisches System:

81
Il

/\l

Gl

e Startwerte: Z(t)

e Finde Trajektorie Z(t;), t; > ty, die bis auf einen kontrollierbaren Fehler mit
wahrer Trajektorie iibereinstimmt.

Nomenklatur:
d_, d_,B hte: & — f o .t
= o= Beachte: = f(x)=f(z)z = f'(x)f(x) (%)

Grundsatzliche Idee :

e Taylor-Entwickung mit Integrations-Schrittweite h:

1 1
Teen = @0+ dch o+ i + 6x§3)h3 +O(hY) (1)

Z; gegeben durch f(z;), aber xl(tn) mochte man nicht ausrechnen.

e Abbruch nach erster Ordnung: Euler-Verfahren:

Tipp = Ty + f(xt)h + O(hQ)

"Erster Ordnungs Verfahren”

e [dee: Hohere Ordnung durch geschickte Funktionsauswertungen.

— Betrachte:
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ki = f(xt)h
1
Tiyh = Tt + f (th + 5]61) h

Typp = x+ f (l’t + %f(xt)h) h
v = k| F) 4 )30
Topn = 2+ f(o)h + %f/(xt)f(flfth

— Mit (x) cancelled sich der 2. Ordnungs-Term in (f) und man erhélt ein
Verfahren 2. Ordnung (Midpoint Method).

— Dieses 1a3t sich weiterspinnen

Speziell:
ki = f(z)h
ky = flze+ki/2)h
k’g = f($t —|—k’2/2)h
ki = floe+ks)h

k k
Tiyh — $t+_+_+_+_+0<h5)

heifit 4. Ordnung Runge-Kutta (1895)

e Im Allgemeinen:

Ein 4. Ordnung Runge-Kutta Schritt mit A ist genauer als 2 Midpoint-Schritte
mit h/2 ist genauer als 4 Euler-Schritte mit h/4.

e Wichtig: Der Fehler lasst sich intern abschéatzen und damit kontrollieren

Fehler zu grof: Verringere Schritweite h

Empfohlene weiterfithrende Vorlesung(en) in der Mathematik: Differentialgleichun-
gen
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Lessons learned:

e Differentialgleichungen werden uns Zeit des Studiums nicht verlassen

Lineare Differentialgleichungen sind analytisch 16sbar

Losungen linearer Differentialgleichungen bilden einen Vektorraum

Differentialgleichungen, die sich nicht analytisch losen lassen, lassen sich unter
geschickter Ausnutzung der Taylor-Entwicklung numerisch 16sen

Differentialgleichungen integrieren: Dritthaufigste Tatigkeit eines Physikers
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8 Lineare Schwingungen

Linearisierung :

e Allgemeine Krafte um eine Gleichgewichtslage lassen sich Taylor-entwickeln

F(z) = —ax — bx* —ca® — ...

Entspricht fiir Potential

1 1 1
U(z) = const + §aaz2 + gbxs + anf‘ +...

Oft: Abbruch nach linearem/quadratischem Term sinnvoll.

Ergibt lineare, oder besser linearisierte Bewegungsgleichungen

Wichtig: Bei linearen Systemen gilt Superpositionsprinzip:
Mit Losungen xq(t), z5(t) ist auch azy(t) + bxy(t) Losung

8.1 Eindimensionale Systeme

8.1.1 Harmonischer Oszillator

o ml*p = —mglsinp = —mgl (cp — %@3 + égpf’ +.. )
e Linearisierung:
2. .9
mli*¢ = —mgle,  ¢=-7¢
Ansatz:

w

o(t) = ™" = coswt + isin wt, folgt: w :% w==+
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e Allgemeine Losung: A ,
o(t) = Re(A1e™" + Aye ™)

DGI 2. Ordnung: Zwei Anfangsbedingungen: ¢(0) = «, $(0) =

©(0) = Re(A1+ Ay) =«
$(0) = Re(iwA, —iwAy) =

Mégliche Losung: A; = «, A = iff/w

: / p? B
(t) = acoswt+ (f/w) sinwt = C cos(wt—0), C =1/a®+ el tand = -

8.1.2 Homogenes gedampftes lineares System

e Betrachte:
i)+ 2pi(t) + wiz(t) =0, p,wi >0 (29)

Harmonischer Oszillator mit Reibungskraft —2px

. d (1 1
E = g7 (meQ + §mw§x2>
= mi(i+wiz) = —2mpi?

Macht Sinn.

e Zur Losung Komplexifizierung

Betrachte Gl. (29) fiir komplexwertige ()
— Es gilt Superpositionsprinzip:
Mit Losungen x1(t) und xo(t) ist auch z(t) = awxy(t) + Sro(t) Losung

— Da p,w? € R ist auch komplex konjugierte z(¢)* Losung

”Re-Reellisierung”:

u(t) = Re(x(t)) = 5(x(t) + x(t)*) ist reelle Losung.

1
2

e Exponentialansatz:




— Bestimme A so, dass Gl. (29) erfiillt wird.
Eingesetzt, ergibt:

N4+ 200+wi =0

AMp=—p=E \/92 _Wg

(i) p* > wi: Starke Dampfung, zwei reelle Nullstellen

— Losung:

— Drei Falle moglich

x(t) = e Pt ae” +be ™), ©=/p*—w?

t

T

(i) p* < w?: Schwache Dampfung, zwei komplex konjugierte Nullstellen
Allgemeine komplexe Losung:

w(t) = e P ae™ + Be ™), w = wi — p?
Reell:

z(t) = e "(a coswt + b’ sin wt)

Xo

olz
>
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* p? = wi: Aperiodischer Grenzfall
Exponentialansatz liefert nur eine Losung.
Allgemeine Losung:

z(t) = e "o+ Bt)

Beweis als Ubung

X

Xo |

A t

Fiir alle drei Falle gilt

lim z(t) =0

t—o00

Bedeutung komplexer Zahlen

e Exponentialansatz zeigt Bedeutung komplexer Zahlen

e Komplexe Losungen von Polynomen n-ten Grades, Fundamentalsatz der Alge-

bra, sind kein Selbstzweck

e Physikalische Bedeutung;:

— Komplexe Nullstellen der charakteristischen Gleichung beschreiben oszil-

latorische Losungen

— Reelle Nullstellen nicht-oszillatorische exponentiell abklingende Losungen

8.1.3 Harmonisch getriebenes gedampftes lineares System

e Betrachte harmonisch getriebenes lineares System:

&+ 2pd + wir = focoswt

eine inhomogene Differentialgleichung
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e Formal:
Lx(t) = f(t) (31)
mit
L= (d—2 + 2,01 + w2) linearer Differentialoperat
7 o 0 perator

e Erinnere: Inhomogenes Problem ist vollstandig gelost, wenn allgemeine Losung
des homogenen Problems z(¢) und eine einzige Losung x(t) des inhomogenen
Problems bekannt ist.

Veranschaulichung durch Diskussion der Freiheitsgrade

Die Losung
e Komplexifizierung:
&+ 2pd + wir = foe™!
e Exponentialansatz:

x(t) = Ae™", A : komplexe Amplitude

e Eingesetzt und e™? gekiirzt:

PR

A(—w? + 2 5) =
(—w? + 2ipw + wi) = fo, B+ 2ipw

Ergibt eine Losung des inhomogenen Systems

fO iwt
t — w
%o(?) wi — w? + 22',0we

e Allgemeine Losung durch Addition der allgemeinen Losung des homogenen
Systems, Gl. (29).

Da diese aber stets mit t — oo abklingen, strebt jede Losung gegen die spezielle
o(t)

e System ”vergifit” Anfangsbedingungen im Einschwingvorgang
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e Schreibe
A=|Ale”

ergibt reelle Losung von Gl. (30)

x(t) = Re(zo(t)) = |A] cos(wt + J)

mit )
2pw
|A|2: 2 2f(2) 2,27 tano = 2p 2
(W? —w§)? + 4pPw w? — w3
Spektren:
~ n
| (a) -5
=< I /2
i (]
| (]
I‘
- l \\
/’, o \\\
—q-—'l”; 1 t 1 |“
W

Amplitudenquadrat |4|* und Phase

—& in Abhéingigkeit von w. Die durchgezogene
Kurve gilt fiir das exakte Resultat (6.5.4), die
gestrichelte Kurve fiir die Nidherung fiir schwa-
che Dampfung (6.5.5)

e Interpretation

— |AJ* hat Maximum bei w? = wi — 2p?
Resonanz

Maximum um so scharfer je kleiner Dampfung p
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— 0 €10, —7]

Erschwungene Schwingung hinkt dem dufleren Antrieb nach.

Fir w — 0 folgt 6 — 0, fiir w — oo folgt 6 — —
Phasensprung schérfer, wenn Dampfung kleiner

8.2 Der allgemeine ungedampfte harmonische Fall

e Erinnere ein-dimensionale Schwingung:

1 1
mi + Dz = 0, E = émx'Z—i— §Dx2

e Bei Kopplungen: Bewegungsgleichung

D (M + Kijay) = 0

J

Beispiel:
(a) (b)
% % Z

Gekoppelte Pendel (a) und ihre Fundamentalschwingun-
gen (b)

e Seimy=my=m

e Bewegungsgleichungen
. D
o1+ %@1 + —(p1—2) =0
m
. D
P + %902 +—(p2—1) =0
m
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e Matrixformulierung:

d2 01 D
— +
dt? ( 2 —m .

Zurtick zum Allgemeinen:

~I<
_|_
3o
|
3|
N———
/N
€ €
NN =
N———
|
=}

e Massenmatrix M mit M;; = Mj;,

Z M;ja;a; >0,  fir Z a? #0, man denke an Geschwindigkeiten
ij i

da kinetische Energie > 0, wenn nicht alle Geschwindigkeiten verschwinden

M;; ist positiv definit

e Kopplungsmatrix K mit K;; = Kj;

Z Kija,a; >0, fur Z a? # 0, man denke an Auslenkungen
ij i

gilt, wenn 2° stabile Ruhelage, i.e. Minimum von Potential ist.

An (runder) Badewanne erldutern.

e AbD jetzt alle Indices unterdriickt, i.e. M, K € R™", z,y € R"

Mi+ Kz =0 (32)

e Symmetrie, selbstadjungiert:

y - (Mz)=(My) -z, y-(Kz)=(Ky) z (33)
Losung:

e Komplexifizierung

wie gehabt

e Exponentialansatz

Ansatz:
x(t) =ve™, z,0€C"

Bestimme v und w, so dass z(t) Losung von Gl. (32)
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e Eingesetzt, ein Eigenwert-Problem:

—Mw*ve™ + Kve™' = 0, (K —w’M)v =0, M1'Kv=w?v (34)

Nichttriviale Losung v # 0, nur wenn (K — w?M) nicht injektiv, also

det(K —w?M) =0 Bedingungsgleichung fiir w?

— Sékulargleichung: Taucht auf fiir Langzeit- ("sdkular”) Verhalten der
Planeten bei Storungen durch die anderen auf

— n-ter Ordnung in w?

— Mogliche Werte von w? miissen Nullstellen von det(K — w?M) = 0 sein

(K —w:M)v, =0 Bedingungsgleichung fiir v,

Seien w?, @ = 1,...,n die Nullstellen des Charakteristischen Polynoms und v* die

entsprechenden FEigenvektoren mit
(K —w?>M)v, =0
Es gilt
(i) w? ist reell

(i) Wenn z*Kx > 0 Vz, dann w? > 0
Wenn z*Kz > 0 Vz # 0, also z stabiles Minimum, gilt w? > 0

W, ist also reell und damit z(t) = v,e™=! beschrankt.
(iii) Eigenvektoren v, konnen reell gewéhlt werden.

(iv) Die reellen Eigenvektoren v,, @ = 1,...,n sind linear unabhéngig und bilden
Basis des R"
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Beweis:

(i) Aus
Kvg = w2 Muv, folgt v - Kvg = w0k - Mo,

Wegen Symmetrie und Reellwertigkeit von M und K sind beide Seiten reell.
v Kv=Kv-v"'=v-Kv' = (v Kv)*
Da M positiv definit, kann man auflosen:

*
2 UCXK,UQ 2 H
Wy = —, w,, ree
v Mu,

(ii) Gilt z*Kz > 0, so folgt w? > 0 und beschrankte Losung

o(t) = vae™!

(iii) Da M, K, w? reell, folgt aus
(K —w>M)v, =0
[(K —w2M)ve]” = (K —w2M)v; =0

Also Re(v,) und Im(v,) Eigenvektoren, die nicht gleichzeitig verschwinden
konnen

(iv) Fiir reelle Eigenvektoren vy, vs:

Vo - Kvg = wgva - Mg
Vo - Kvg = Kuvg-vs =w2Muv, v = wlv, - Mug
Damit:
(w2 — wi)vaMuvg =0
und somit

vaMuvg =0, fir w? # wj

Annahme: Es gelte w? # w3. Beweis auch ohne wahr, aber aufwendiger
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Wahle &,, so dass

iéava =0
a=1

Es folgt
vg - M [Zfava] = 0= Zgavg - Mu,
a=1 a=1
= &pup- Mug

Also £ =0Vp3

Damit sind v, o = 1,...,n linear unabhéangig.

Bilden Basis, da ihre Anzahl =n
Beweis Ende

e Normierung v,
UQMU/B = (Saﬁ (35)

e Die Losungen
twat

To(t) = Une

heiflen Eigenschwingungen, w, heiflen Eigenfrequenzen des Systems

Harmonische Schwingungen mit konstanten Verhaltnissen der einzelnen
Auslenkungen

e Die allgemeine Losung :
F(t) = Valaae™" + boe ™)
a=1

aq und b, durch Anfangsbedingungen gegeben

e Normalkoordinaten

Fiihre neue Koordinaten (), (t) ein.
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F(t) =) Qalt)a (36)

a=1
Damit gilt mit Gl. (35):
Qa(t) = v4 - Mx(t) (37)
Aus Bewegungsgleichung
Mi+ Kx =0

folgt fiir v,, @ = 1,...,n unter freudiger Ausnutzung von Gln. (33, 34, 36):

Vo MZ 4+ v, Kx =0
Qa + Kv,z =0
Qa —l—winax =0
Qa —i—wivaMx =0
Qa +wlQ, =0

Qut) +w2Q.t) =0 a=1,...,n

Bewegungsgleichungen entkoppeln

e Existiert a mit w, = 0, i.e. v, Kv, = 0 so folgt

Out) =0,  Qu(t)=at+b

als lineare Bewegung fiir diese Normalkoordinate
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8.3 Zwei Beispiele

8.3.1 Zwei gekoppelte Pendel fiir kleine Amplituden

e Seimy=myg=m

e Bewegungsgleichungen

. g D
Y1+ 501+ —
m

[

. g D
Y2+ P2+ —
m

Matrixformulierung

(e,
dtz \ @2

e Exponentialansatz

e Ergibt Eigenwertgleichung:

944D _
<l+m
_D
m

e Sakulargleichung

det <

~fa

D _ 2 D
+m w m

3T
~[a
_|_
3o |

l

w2

(901 —<P2) =0

(P2 — 1) =0



mit Losungen

e Eigenvektoren:

_ 2.
zZu Wy

— Zu w;:

e 2 Eigenschwingungen:

= 901 1 ]' w1t
xr1 = = —= (&
=(2)-500)

Pendel schwingen gleichsinnig: ¢; = o

b $1 _i 1 iwat
we(a) =7 (h):

Pendel schwingen gegensinnig: ¢; = —o
(b)
% 7

e Normalkoordinaten mit Gl. (37):

Q1 = o1+ e
Q2 = p1— 2

Zusammenhang mit Eigenschwingungen offensichtlich da M o< §;;
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e Allgemeine Losung im Reellen

( 01 ) (1) = ( acos(wit + @) + bcos(wat + ©3) )

©2 acos(wit + o) — beos(wat + ¢2)
(a, b, ¢, p) durch Anfangsbedingungen (¢1(0), ©1(0), p2(0), ©2(0)) gegeben.

8.3.2 Lineares dreiatomiges Molekiil

e Mittleres Atom an x, mit Masse M, dulere Atome x1, x5 mit Masse: m

s

Das lineare dreiatomige Molekiil

e Bemerkung: Festkorperphysik

e Gleichgewichtsabstiande: 29 — 21 =23 — 29 = b

Annahme: Nur lineare nachste Nachbar-Wechselwirkung

e Damit fiir Auslenkungen aus Gleichgewichtslage

m 0 0
0 0 m

K —-K 0

Kijj=| —-K 2K -K
0 -K K
Sakulargleichung
K —w?m -K 0
det(K — w?M) = -K 2K -uWwM -K =
0 -K K — w?m



(K —mw?)*(2K — Mw?) — 2K*(K — mw?) =0

K(2m+ M)

20K — mw?) [w? —
w( mw)(w —

)mM:O

Damit

e Eigenvektoren

—zuw; =0
Der degenerierte Fall. Lineare Bewegung des gesamten Systems

Normalkoordinaten:

Ql = W%Ql
@1
Ql(t) = at+ b

|
o

K —-K 0 vl
K 2K -K v | =0
0 -K K v}

— 02 3
v, =V =0V] =¢C

Normierungsbedingung Gl. (35)

’Ulel—l—Z Uil = (2m + M)

1
V2m + M 1

—

U1 =
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— 2w wy = K/M

0 -K 0 vy
—K 2K—-KM/m -K v | =0
0 -K 0 vs
vi =0, vy =—vs
I S (s
Uy = ——
? \/2m -1
- ZUW3:K(%+%)
M/2m

—

V3 =

Interpretation der ” Eigenschwingungen”:

—1

v1: Geradlinig-gleichformige Bewegung des gesamten Molekiils

vo: M in Ruhe, Atome 1 und 3 schwingen in Gegenphase

v3: % Atome 1 und 3 schwingen gleichphasig

*x Atom 2 gegenphasig

x aber so, dafl Gesamtmolekiil ruht

e Allgemeine Losung: Uberlagerung der Eigenschwingungen je nach Anfangsbe-

dingungen

Berechnung Normalkoordinaten als Ubung

Lessons learned:

e Um Gleichgewichtspunkte
Schwingungen

linearisierte

Bewegungsgleichungen

e Harmonisch getriebene gedampfte lineare Systeme zeigen Resonanz

zeigen

e Mehr-Korper-Systeme: Orthogonale Eigenschwingungen mit Eigenfrequenzen

e Normalkoordinaten entkoppeln die Bewegungsgleichungen
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9 Fourier-Transformation

Motivation: Die Fourier-Transformation bietet eine vorteilhafte Darstellung (nicht
nur) fiir oszillatorische Prozesse

9.1 Kontinuierliche Fourier-Transformation

e Die Fourier-Transformation f(w) von z(t) ist definiert als

flw) = /00 dt z(t) e ™" = FT[z)(w)

[e.o]

Sie existiert fiir alle quadratintegrierbaren Funktionen, i.e. [ dt|z(t)|* < oo.
e Umkehrtransformation:
0 =5 [ duf)e @)
z(t) = — wf(w)e
21 J_

Eigenschaften :
e Parzeval’sche Gleichung, ”Energieerhaltung” der Fourier-Transformation

| attotor = o [ auls)p

o0 oo
Erinnere: Quadrierte Groflen

e Faltungssatz

Faltung:

(21 % 29)(t) := / dr x1(T)z2(T — 1)
Das Produkt der Fourier-Transformationen zweier Funktionen ergibt die
Fourier-Transformierte F'T' der Faltung der beiden Funktionen

FTlyx 2o)(w) = fi(w)f2(w)
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e Fourier-Transformation von Ableitungen

Mit
/_ dti(t)e ™ = x(t)e_i“t|oooo—/ dt 2(t)(—iw)e ™" = iw/ dt x(t)e ™"
[e'e) ol —00 —0o0

folgt

FT[i)(w) = iwFT[z](w) (39)
Fiir hohere Ableitungen entsprechend:

FT[z™](w) = (iw)"FT[x](w)
Beispiel:
e Fourier-Transformierte von
z(t) = e~ a>0
o0 . O . o0 .
f(CU) — / dt e—zwt —alt| :/ dt e—zwteat+/ dt e—zwte—at
—00 —00 0

1 1 1 1

= —: : — + :
W — o —1lW — « o — 1w o+ 1w
a+iw+ o —iw 2a

(o —iw)(a+iw) a2 4+ w?

e Allgemein: Ist x(¢) Funktion der Breite 1/« so ist die Breite von f(w) o «

x(t) flw) Aoxca
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e Begrindung: Fiir schnelleren Abfall braucht man mehr Frequenzen

9.2 Fourier-Reihen

e Ist x(t) eine periodische Funktion mit Periode T, i.e.

ot +T) = a(t) (40)

so reduziert sich die Fourier-Transformierte auf eine diskrete Summe

0 ' 9
x(t) = Z cn et mit w = % (41)

n=—0oo

e Die Summe in Gl. (41) enthélt die zur Periode gehérende Frequenz w und deren
ganzzahlige Vielfache, genannt héhere Harmonische.

Das sichert die Periodizitét von x(t):

einw(t—l—T) _

emwtem T T — eznwt61n27r — eznwt(e27rz)n — emwt

e Bestimmung der Koeffizienten ¢,
Multipliziere Gl. (41) mit e~*™ und integriere von 0 bis T

T T 0 0 T
/ dt e—iwmtw(t) _ / dt e“mt Z Cp pinwt Z Cn/ dt ei(n—m)wt
0 0 n=—oo n=—oo 0 P
:T‘gnm
Falls n #m
T i(n—m)wt 17 i(n—m)2ET
/dtei(”_m)“’t_ et :6( T L S =0
0 i(n —mw ], i(n —m)w iln —m)w
Firn=m
T ) T
/ dt ¢in-met / dt =T
0 0
Ergo

I :
Cp = T/o dt e (1)
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Beispiel:

e Sagezahn

x(t)=a—=, 0<t<T, periodisch fortgesetzt

a —_—
0 |
T 2T t
0
e Firn=0
T T T
t a 1 a
=— | dte™qg—=— [ dit=— |[=t?| =-
o /0 © YT 0 17 {2 o 2
e Fiirn#0
T —inwt T inwt
a |e e
" frd dt _znwtt — p— t - dt
‘ T2 /0 ‘ ~ T2 [ inw L T2 /0 inw
p.I ——
=0
_a (TP a
T2 \ in2w 2min
Also:
" _ inwt e nwt
z(t) nz_:oo omin + 2 + ; omin
a - a inwt —mwt a - @
_— —_ —_— = — — t
: + 2:31 = (@ 5 + 2. Sln nw
= g + %sin(wt) + % sin(2wt) + 3_7r sin(3wt) + . ..
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Sagezahn(andersrum:-)-Entwicklung:

Rechteck-Entwicklung:

aSAACE N

.l‘W _.‘O\(y _‘:'rm'.lwl'r !

P

Auf Anzupfen der Gitarrensaite zuriickkommen

Lessons learned:
e Taylor-Entwicklung ist Entwicklung nach Polynomen

e Fourier-Entwicklung ist Entwicklung nach sinus & cosinus, remember Ptolomaus
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10 Dirac’sche Delta-Distribution

Motivation: Man braucht sie einfach :-) Und muss sie einfach lieb haben

Historie:
e 1930 von Physiker Dirac lax eingefithrt, weil fiir Quantenmechanik gebraucht

e 1945 von Mathematiker Schwartz mathematisch rigoros behandelt
e Unter Physikern lax als Delta-Funktion bezeichnet

Definitionen

e Definition (body-waving)

0 z#0 > B
d(z) .—{ o r—0 so dass /oodxé(x)—l
0.4-
x
w
0.2
0.04 1 1 1 1 1
-100 -50 0 50 100
X

Was ist 20(z) ?
e Definition (hand-waving)

Kastenfunktion

d(z) = ]lgr(l)

{ 1/(2h) |z| <h
0 |z| > h
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0.100 - ]

0.075

0.050 -

0.025 -

0.000 — ’ \

1 1 1 1 1
-100 -50 0 50 100
X

Wer es etwas glatter haben mochte:

Betrachte Folge von Gaufl-Glocken, die immer spitzer werden, bei gleich
bleibender Flache

. L
d(z) == lim e n?
n—0 /TN
0.09 -
0.06 -
0.03 -
0.00 -
I I I I I
-100 -50 0 50 100
X

e Mathematisch prazise Definition:

/ " 4w s(0)f(x) = £(0) (42)

[e.9]

D.h. formal macht 6(x) nur unter einem Integral Sinn.

”/ dro(z).”
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ist ein Objekt, dass eine Funktion f(x) fressen will und den Wert f(0) der
Funktion ausspuckt.

Formal ahnlich zu Skalarprodukt, das zwei Vektoren fressen will und eine Zahl
ausspuckt

Per Definition gelten die Regeln fiir

e Variablensubstitution

Z.B. mit 2/ =z — x

/00 dr d(x — xo) f(x) := /00 d' §(a") f(a' + xo) = f(xo)

—00 —0o0

oder mit 2’ = x/c

| s (2) @)= [ ants@) sl = 1dl500)

—00 [e.9]

e Ableitung der )-Funktion durch partielle Integration definiert

[@ i@ =~ [sa)r@=-rwo) (43)

Randterme verschwinden, da §(z) dort verschwindet.

Dirac’sche ¢-Distribution ist kontinuierliche Verallgemeinerung des Kronecker ¢;;
Z@‘j%‘ =T = / dré(x —y)f(z) = f(y)
j=1 oo

Besonders wichtig sind Beziige zur Fourier-Transformation

e Mit der inversen Fourier-Transformation, Gl. (38) gilt

£(0) = %/_Zdw/_: dt e £ (1) :/_Zdt /_Z Z—:eiwtf(t)

Vergleich mit Gl. (42) ergibt:

145



Aquivalent:

Interpretation:
27 mal die §-Funktion ist die Fourier-Transformation der 1.
Mit

/ dt(t)e ™ = e 0 =1

o0

ist 1 die Fouriertransformation der §-Funktion

Fourier-Transformation der §-Funktion hat konstantes Spektrum, ”enthalt alle
Farben”

Ableitungen

Ableitungen geben im Fourierraum einen Faktor iw, Gl. (39)
/ _ . —iwt — s —iwt
f(O)—QW/_mdwlw/_oodte f(t) /_oodt /_OO 5 we f(t)
Vergleich mit Gl. (43)

/ dwwe ™" = 27id (1), bzw. / dt te™™" = 2mid’ (w)

[e.e] [e.e]

Interpretation:

2wt mal die Ableitung der d-Funktion ist die Fourier-Transformierte von ¢.
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Lessons learned:
e Dirac’sche d-Distribution verallgemeinert Kronecker d;;

e Enge Beziige zur Fourier-Transformation

TODO: look for TODOs
Cauchy-Riemann braucht 2D Taylor, braucht partielle Ableitungen. Ev. schon frue-
her einfuehren oder ins Kapitel partielle Ableitungen
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