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Aufgabe 1: Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen (8 Punkte)

(a) Prüfen Sie mit Hilfe der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen die Differenzier-

barkeit im Komplexen folgender Funktionen (i)–(ii) und geben Sie gegebenenfalls die

Ableitung an. Falls die Funktion nicht differenzierbar ist, zeigen Sie dies auch an der

Nichteindeutigkeit des Grenzwertes

lim
z→a

f(z)− f(a)

z − a
(1)

für mindestens ein a ∈ C.

(i) f(z) = ez mit z ∈ C

(ii) f(z) = |z|2 mit z ∈ C

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen, dass für holo-

morphe Funktionen f und g auch die Summe f+g, das Produkt f ·g und die Verknüpfung

f ◦ g holomorph sind.

(c) Berechnen Sie die Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen in Polarkoordinaten,

d.h. partielle Differentialgleichungen für ∂R
∂r , ∂R

∂ϕ , ∂Φ
∂r und ∂Φ

∂ϕ , wobei r, ϕ, R und Φ über

z = r eiϕ (2)

f(z) = R(r, ϕ) eiΦ(r,ϕ) (3)

definiert sind.

(d) Sei f(z) eine Funktion von C nach C. Zeigen Sie, dass wenn |f(z)| holomorph ist, |f(z)|
dann konstant ist.

Aufgabe 2: Skalarprodukt (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass sich das Skalarprodukt g(~x, ~y) auf dem endlichdimensionalen Vektorraum

V allgemein in der Form

g(~x, ~y) =
∑
ij

gijxiyj (4)

schreiben lässt. Hierbei seien xi und yi die Koeffizienten der Vektoren ~x und ~y in einer

gegebenen Basis E. Welche Bedeutung haben die Koeffizienten gij ausgedrückt durch die



Basisvektoren?

(b) Gegeben seien der Vektorraum R2 mit der “kanonischen Basis” ~e1 = (1, 0) und ~e2 = (0, 1)

und dem “kanonischen” Skalarprodukt (x1, x2)T · (y1, y2)T = x1y1 + x2y2. Im Folgenden

sollen die Vektoren ~b1 = (2, 1) und ~b2 = (1, 3) als neue Basis eingeführt werden.

(i) Zeigen Sie, dass ~b1 und ~b2 linear unabhängig sind.

(ii) Wie lauten die Koeffizienten gij aus Gleichung (4) in der neuen Basis? Beachten

Sie hierzu, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren unabhängig von der Wahl der

Basis sein soll. Die Vektoren sind nun bzgl. der jeweiligen Basen zu verstehen:(
n

m

)
{~b1,~b2}

= n~b1 + m~b2 und

(
k

l

)
{~e1,~e2}

= k~e1 + l~e2

(iii) Wie lautet die Zerlegung von ~ei, i = 1, 2, in der neuen Basis?


