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Part 1
Newtonsche Mechanik

1 Grundlegende Begriffe

Raum und Zeit in der Klassischen Mechanik
Zeit:

o 1 € R, weltweit identisch

o Weltweite Messung durch Transport von Eichuhren
Messung Abstand Sonne/Erde durch Venus-Durchgang, 1769

e Das andert sich in der speziellen Relativitatstheorie
Raum:
e Affiner Raum
— Menge A von Punkten P,Q, R

— Vektorraum V? mit Vektoren 7,7

e Es gelte:
Geordnetem Punktepaar (P, Q) ist Vektor ¥ = P@ aus V3 zugeordnet
Fiir jeden Punkt P und zu jedem & gibt es einen Punkt (), so dass PQ =7
gilt
Fiir drei Punkte P, Q, R gilt:
PQ+ QR = PR
e Wihle Ursprung O
Wihle Basis (€;),i =1,2,3

Dann

3
OP = E ZT;€;
i=1

Dann z; Koordinaten beziiglich Koordinatensystem (O, €}, €5, €3)

e Gegeben Koordinatensystem. Dann

Ortsvektor:
) = 3 w(0)e
Geschwindigkeit:
v=—71(t)=7r
dt
Beschleunigung
- d —;(t) —
a=— =7
dt



e Beispiel:

Geradlinig-gleichformige Bewegung
mt) =
u(t) =
a(t) =

Die Unabhéngigkeit von Raum & Zeit wird sich in der Relativitatstheorie andern.

1.1 Die Newtonschen Gesetze

Newton:
o x 1643, 1727

e Hauptwerk: 1686: ”Philosophiae naturalis principia mathematica”

Die Newtonschen Gesetze

1. Wirken keine Krafte, verharrt ein Korper in Ruhe oder im Zustand geradlinig-

gleichformiger Bewegung.

2. Eine Kraft F' bewirkt eine Beschleunigung

—

ma = F

3. "actio gleich reactio”

Sei F’ij die Kraft, die Korper j auf Korper ¢ ausiibt, so gilt:

Fji= =1
Kommentare:
e Still acute:
k endi
PRL 98, 150801 (2007) PHYSICAL REVIEW LETTERS 13 APRIL 2007

Laboratory Test of Newton’s Second Law for Small Accelerations
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We have tested the proportionality of force and acceleration in Newton’s second law, F = ma, in the
limit of small forces and accelerations. Our tests reach well below the acceleration scales relevant to
understanding several current astrophysical puzzles such as the flatness of galactic rotation curves, the
Pioneer anomaly, and the Hubble acceleration. We find good agreement with Newton’s second law at

accelerations as small as 5 X 1074 m/s2.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.98.150801

Newton’s second law is the equation of motion defining
the field of dynamics. In its nonrelativistic form, ¥ = ma
is perhaps the most famous and most often used equation of
physics. Together with its relativistic and quantum me-
chanical variants, this law is implicitly tested in many
applications and experiments, and its validity is simply
assumed at all acceleration scales. Any deviation from
F = ma would have profound consequences as it would

PACS numbers: 06.30.Gv, 04.80.Cc

standard Newtonian dynamics. The functional form of the
transition between the two regimes is not specified. A
smooth transition can be obtained by multiplying the
right side of F=ma by w(a/a,)=a/ay(l +a?/a3)"\2,
so that for a > gy the function w =1 and standard
Newtonian mechanics is recovered. The characteristic ac-
celeration a; was determined from fits [4] to galactic
rotation curves to be ay = 1.2 X 10710 m/s2.



e 1. NG widerspricht all unserer Erfahrung, aber ordnet sie am Ende sinnig

— Erstes Newtonsche Gesetz definert ”Nullelement” in der Menge der
Krafte, die "Nullelement” in der Menge der Bewegung nach sich zieht.

— 1. Newtonsche Gesetz postuliert Tragheitsprinzip

— 1. Gesetz macht nur Sinn bei Angabe von Bezugssystem

x Es kann nicht in allen gelten:
Gilt es in System S, kann es in relativ beschleunigtem System S’
nicht gelten:
Korper erfahrt dort Beschleunigung, obwohl keine Kraft auf ihn
wirkt.

* Bezugssystem, in dem 1. Newtonsches Gesetz gilt heifit
Inertialsystem

- Existenz vor der Hand unklar.

- Fiir einzelne Korper existiert Koordinatentransformation, so dass
Bahnkurve r(t) gradlinig-gleichférmig, muss aber fiir alle Korper
gelten.

- Koordinatensystem relativ zum Fixsternhimmel ist in guter
Néherung Inertialsystem

- Einziges perfektes Inertialsystem: Der leere Kosmos

- Koordinatensystem mit Bezugspunkt auf Erdoberfliche ist
weniger gut:
- Rotation der Erde um Sonne
- Rotation der Erde um sich selbst

* Auswirkungen der Abweichung von Inertialsystem werden in Kapitel
5 behandelt.

e Relativitatsprinzip:
— Sei in S Bahnkurve 7(t)

— Sei S" um 7 gegen S verschoben und bewege sich mit v

— Dann gilt die Galileo-Transformation:

7 (t) = F(t) + ot + 7o
— Relativitatsprinzip: Alle Inertialsysteme sind physikalisch gleichwertig

— Die Gesetze der Klassischen Mechanik miissen invariant unter der Galileo-
Transformation sein.

— Bemerkung zur E-Dynamik

o 2. NG:

Jede Abweichung vom Nullelement der Kréfte fiihrt zu Beschleunigungen

— ”Suchet die Krafte”: Ein komplettes Forschungsprogramm

— Sind alle Krifte F, bekannt, ergibt ma =), F, die Dynamik, da Krafte
Vektoren sind.

x m: trage Masse, im Unterschied zur schweren Masse, siche spater.
Ausgangspunkt Allgemeine Relativitatstheorie
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« Kréfte addieren sich wie Vektoren (Kréfteparallelogramm)
— Ontologie:

x F;: Ursachen

*x ma: Wirkung

e Merke:

Die Newtonschen Gesetze stellen eine immense Abstraktionsleistung dar

Historische Anmerkung: Aristotelische Mechanik

”Alle Dinge haben ihren Platz, den sie ihrer Natur geméafl einzunehmen bestrebt
sind”

Zweigeteilte Welt:

o Auf der Erde:

— "Natiirliche Bewegung”, schwere Korper nach unten, leichte nach oben

— 7Erzwungene Bewegung” muv = F', setzt direkten Kontakt voraus

e Gestirne: Bewegung nach ”ewiger Harmonie”: Gleichformige Kreisbewegung,
"Unbewegter Beweger”

Kritik zu seiner Zeit
e Sternschnuppen
e Speerwurf
e Kein Grund, iiberheblich zu sein, Newton hat auch seine Grenzen
Newton vereinheitlicht zwei vorher getrennte Bereiche. Seine Theorie gilt fiir
e Bewegung der Planeten
e den fallenden Apfel
Vereinheitlichung als Ansatz hat sich als bewahrt
e Elektromagnetismus
e EM, schwache & starke Kraft

e Vereinheitlichung (EM, schwache & starke Kraft) mit Gravitation aktuelles
Forschungsgebiet
123
Praxis der Newtonschen Mechanik

e 7(t) aus mda(t) = F(t) berechenbar, wenn

— F(t) bekannt
— 7(0), ¥(0) bekannt

e Im allgemeinen kann F(t) beliebig kompliziert sein, z.B. von Vorgeschichte
abhangen.



o Haufig: F(7(t),7(t),t)

Dann
mi(t) = F(7(t),7(t), )

die Bewegungsgleichung, eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung

e Manchmal nicht zu losen = Lagrange & Hamilton

e Gilt sogar F(7(t)), so handelt es sich um ein Kraftfeld: F : V3 — V3, denke
an Gravitationsfeld.

Den Spiess umdrehen

Kennt man die verursachende Kraft nicht, aber die Bahnkurve 7(t), lasst sich die
Kraft ermitteln.

So geschehen durch Newton fiir die Gravitationskraft.

1.2 Wichtige Kraftgesetze

Der allgemeine Fall F(7(t), 7(t), t), abhangig von
o Ort
e Geschwindigkeit, denke an Lorentz-Kraft

o Zeit
Beispiele:

o (i.) F = Fy = donst
Oft gute Naherung in kleinen Raumzeitbereichen.
Beispiel: Gravitationsfeld der Erde F = mg, m schwere Masse, § = 9.81m/s?
Experimentell bestens bestatigt: schwere Masse = trage Masse.

Ausgangspunkt der Allgemeinen Relativitatstheorie

Losung von )

durch zweimalige Integration mit Anfangswerten v, und 7y

1 =
7(t) = —Fot® + Uot + 7
r(t) om0 + Uot + 7o
(ii.) Harmonisches Kraftgesetz
Lineare, zeitunabhéngige Kraft:
F(f) = —DF

Gilt fiir Federpendel bei kleiner Auslenkung



Bewegungsgleichung

Allgemeine Losung

D
r(t) = asin(wgt) + bcos(wpt), wo =1/ =
m

Pendel, Zeichnung
Mit
Fion = —mgsing

folgt
Mmaggn = Ftan

Winkelbeschleunigung: aq, = [ ergibt
. 9.
Y = —7 S @

Taylorentwicklung 1. Ordnung

.9
mg=—7¢

Hohere Ordnung Taylorenticklung: Storungstheorie
Wird Reibung mit —k7 und zeitabhingige duflere Kraft F'(¢) hinzugefiigt,
ergibt sich

mi* + k7 + Dr = F(t)

eine erzwungene Schwingung mit Resonanzphanomenen, die in Kapitel 4 be-
handelt werden.

(ili.) Gravitationskraft
Newton’s grosser Verdienst

Kraft von Masse ms auf my

Faw =727 = PPy = 6674 x 107/ (kg )

(iv.) Lorentz-Kraft: geschwindigkeitsabhingig
Elektrisches Feld E(7, ), Magnetfeld B(7,t)

—

FL(F 7 t) = e(E(F,t) + 7 x B(F,1))

(v.) Coulomb-Kraft
Ladungen q1, ¢

1 A
- NRe 8854 x 1071220
dmrey 13 m

FOIQ =

Betrachte 2 Protonen:
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— Anziehung auf Grund der Gravitation

— Abstossung auf Grund von Coulomb

Abstossung ~ 103¢ mal stirker als Anziehung: Gravitation auf kleinen Skalen
i.d.R. vernachlalighar

Betrachte Universum:

— Recht homogen gilt: Anzahl negativer Ladungen = Anzahl positiver
Ladungen
Coulomb mittelt sich raus

— Gravitation immer anziehend: Spielt auf groflen Skalen den Haupteffekt
(vi) Reibungs-Kréfte
— Gleitreibung fester Korper

ﬁR = —,u]FN]g, Fy die Nomalkraft
v

— Reynoldszahl

p: Dichte, v: Geschwindigkeit, d: Charakteristische Léange, n: Viskositat

— Fiir viskose, Stokes’sche Reibung, kleine Reynoldszahl!, laminare

Stromung
ﬁR =—KU
— Bei ”Luftreibung”, grole Reynoldszahl, turbulente Stromung

o 1 U
Fp = —=c,pAv? Y
2 v

Wichtig fiir im Windschatten fahren 1. Di. 20

!Sehr empfohlenes paper: E.M. Purcell. Life at low Reynolds number. American Journal of
Physics 45, 3 (1977)
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1.3 Wegintegrale, Potentiale & Energiesatz

Erinnere Substitutionsregel

/abf(x(t it = / e

e Physiker-lax: dt kiirzen und Grenzen anpassen

e Beachte: Kann man in beide Richtungen lesen.

Betrachte Massenpunkt in zeitunabhéngigem Kraftfeld.
Bewegungsgleichung, Vektorpfeile weggelassen:

Multipliziere mit 7 und integriere iiber ¢ von t; bis ¢,

e LHS:
Lo o
m dtrr = —m dt — = —mr 2 =T(ty) —T(t1)
t1 t1
mit T = mr2 kinetische Energie
e RHS:

/ Cdt F(r(t) d;it)

t1

Sei r1 = r(t1), 79 = r(t2) und C' Bahn zwischen 7 und ry, so gilt

/thF(m))dgf) :/TQCF(T) dr

t1

e LHS & RHS: .
/ F(’f’) dr = T(tg) — T(tl)
ry, C

/ F(T) dT = Al?(rl7r2707 F) - AlQ(C)
ry, C

stellt ein Wegintegral dar.

e Wegintegral hingt von der Bahn C' ab, nicht von der Bahnkurve (¢).

Betrachte 7 mit ¢ = ¢(7)

T t1) T(t1)

Eigenschaften von Vektorfeldern

12
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e Vektorfeld heift konservativ, wenn das Wegintegral in einem einfach zusam-
menhangenden Gebiet

/ F(T) dT:Alg(Tl,Tg,C,F)
ry, C

unabhangig von C' ist.
Einfach zusammenhangend: Jeder geschlossene Weg laft sich kontinuierlich

auf einen Punkt zusammenziehen.

e Vektorfeld F'(r) ist genau dann konservativ, wenn Wegintegral in einem einfach
zusammenhéangenden Gebiet iiber jeden geschlossenen Weg verschwindet.

— Ist F(r) konservativ, so gilt

A C2
Iy

Zwei Wege von ry nach r,

ergo

/ F(r)ydr=0
C1U—C>

— Verschwindet Integral, drehe obiges Argument V geschlossenen Wege, auf
denen 7,7y liegen, um.

e Vektorfeld ist genau dann konservativ, wenn es ein skalares Feld U(r) gibt mit:

= - ou oU oU
F=— = | = =
vu (81’1’ 8I27 81’3)

Beweis als Ubung

Dieses skalare Feld U heifit Potential, Minuszeichen Konvention.

13



e Ist F konservativ, so gilt:

VxF=0
0Fy O0F, O0F, O0F3; 0F, O0OF; oF;
V X F = — y —_ R f— , — EZ]]C_
833'2 8373 81'3 81’1 (9.%1 8x2 827]'
Einstein’sche Summenkonvention: iiber identische Indices wird summiert.
Wenn Fj, = —% gilt, dann
orF; _ OF; B 0*U oU

0

Ox; Oz _8xk8xj N Oz ;j0xy, -

o Gilt
VX F#0

so ist F' nicht konservativ.
e Final: Gilt in einfach zusammenhéngendem Gebiet
VxF=0
so existiert U mit

F=_VU

Der Energiesatz
Erinnere Wegintegral, betrachte konservatives Kraftfeld

F(r)=-=VU(r), /T2 drEF(r) =U(ry) — U(rs)

1

Somit mit Gl (1)

T(r(te)) + U(r(te)) = T(r(t1)) + U(r(t1))
Ergo: Die Grofle

o %mﬁ(t) L UME)

ist fiir konservative Kraftfelder eine Erhaltungsgrofie.

e [: Energie
e T Kinetische Energie
e U: Potentielle Energie

Allgemein ist

)
A= F(r) dr
r1, C

die von Kraft F' am Korper geleistete Arbeit.

Beipiele: (nicht) konservative Kraftfelder, Systeme mit Reibung wg. Trivialitét nicht
dabei

14



e Gravitationskraft

o Zentralkraftfelder

— rotationssymmetrisch:

Xz

S .G
SN

konservativ

— Allgemeiner Fall

nicht konservativ

e Harmonische Kraft

e Nichtkonservatives Feld:

F = (y,—x,0), V x F=(0,0,-2)

e Besonders schon:

1 3
F= m(y, —x,0) auf R”\ (0,0, 2)

siche Ubung

e Eindimensionale Dynamik

F(x) ist immer konservativ. Grund: es existiert immer U(z) mit

F(x) = —%U(w)

namlich die Stammfunktion von —F(z).

Bewegungsgleichung direkt 16sbar

15



— Da Kraftfeld konservativ, nutze Energieerhaltung

1
§mj72 +U(z) = E = const

Damit:

&= ++/2/m(E — U(x(t))
Dieses heifit “Erstes Intregral”, weil von & zu &
Trennung der Variablen

dzx
V2/m(E —U(x(t))
"Brweitere” LHS mit %

at’

=dt

Integriere
t xdt' x dx/ /t ,
o V2/m(E = U(t)  Jay /2/m(E=U(x))  Jio
— Ergibt die Losung:

r=ux(t; E, x0)
—DaT>0folgt E=T+U>U

A

Ulx)
E f--
EZL'"‘T Z/-f-\<___
% ~

Ein Beispiel einer Potentialfunktion fiir eine eindimen-
sionale Bewegung mit den erlaubten Aufenthaltsbereichen fiir
verschiedene Energien

Lessons learned:

e Newtonsche Gesetze: Immense Abstraktionsleistung

Forschungsprogramm: Suchet die Krafte
Newtonsche Gesetze bilden selbstkonsistenten Rahmen der Mechanik
Konservative Kraftfelder haben Potential

In konservativen Kraftfeldern gilt Energieerhaltung

16
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2 Mehr-Korper Probleme

2.1 Mehrere Punktteilchen in Wechselwirkung
e Betrachte N Massenpunkte

e Sei F(t) von der Form

dann ist

ein System von 3N DGls 2. Ordnung.

e Analog zu oben ergibt sich die kinetische Gesamtenergie zu

o Krifte aus Potential ?

Betrachte 3N dimensionalen Vektorraum

Z = Via..oV?
Z = {z=(r(t),m(t),...,7n(t))}

— Z = V3N heifit Konfigurationsraum oder Ortsraum

— Bahnkurve: t — 2z
— Kraftfeld: E3N — V3N

e Analog zu oben:

— Kraftfeld ist konservativ, wenn
22
/ Fdz
517 C

— F(z) genau dann konservativ, wenn Potential U(z) existiert, mit

unabhangig vom Weg ist.

F=-VU

— Ist Kraftfeld konservativ, ist die Gesamtenergie:

E=T(t) + UG (), (D), ..., 7x(D)

erhalten.

17



Beispiel: Zwei-Korper-Problem

e Betrachte zwei Massenpunkte an 7 und 75
Kraft hdnge ab vom Abstandsbetrag |7} — 75| =7
Richtung der Kraft in Verbindungslinie

e Dann gilt mit ¥ =77 — 75

- S d
miry = F1(7"177’2):—f<7");
- S d
Moty = Fy(r,75) = f(T);
F (71, 75) = —ﬁQ(Fl, 75) folgt aus drittem Newtonschen Gesetz.

e (F}, F,) ist ein konservatives Kraftfeld.
["Jbung

In der Regel gilt, wenn das System nicht auf die auleren Krafte zuriick wirkt:

Fy(7 (1), 7 (t), -, P (t) = me 7 (t))

(&
mit
o Fo: uBere Kraft
o FZZJ” . innere Krifte
Impuls

e Wichtige Grosse:

N Teilchen Gesamtimpuls:

|
1=
=

e Ortsvektor R des Schwerpunktes definiert durch:

R = Zmlﬁ/zml

Dann . -
P=ME, M=Ym
Merke:
P ist Impuls des Systems der N Massepunkte, im Schwerpunkt zusammenge-
fafit.

18
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e 2. Newtonsche Gesetz
p;(t) = Fi(t)

Allgemeinere Formulierung, die auch Masseanderungen berticksichtigt,
z.B. Rakete, die Treibstoff verbrennt.

e Gelten Bewegungsgleichungen der Form, ab jetzt im wesentlichen ohne Vek-
torpfeile:
pi=F+ ) B
i#]
so gilt wegen F}; = —F};

Dopi=P=3F

Merke: ” Anderung des Gesamtimpulses ist gleich Summe der dufieren Kriifte”

e Falls Y F* =0, gilt ‘ )
P=MR=0

— Gesamtimpuls ist erhaltene Grofie

— Schwerpunkt bewegt sich geradlinig-gleichférmig
e Gilt ferner
F'=0
heifit das System abgeschlossen
Beispiel: Zwei-Korper-Problem revisited
e Bewegungsgleichungen
mity = Fi(r,re) = —f(r)
Moty = Fy(ri,m2) = f(1)

Abgeschlossenes System

e Addition der Gleichungen:

mli‘l—i-mg?'“'Q:MR:O

Losung der Bewegungsgleichung fiir Schwerpunkt:

R(t) = Ry + Vppt

Damit 3 der 6 DGls gelost
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e Fir die restlichen, Subtraktion, SO daf3
Bewegungsgleichung fiir Relativbewegung 7= 77 — 75 entsteht.

e Bewegungsgleichung der Relativbewegung:

ui =~ f(r)-

Struktur

— Kraftzentrum im Ursprung, dem Schwerpunkt
— EIN Teilchen mit Masse

e Energiezerlegung:

1 2 1 - 1, =2 1 .
E = §mlff + §mQFiqLU(r) =Ei+Ea+U(r) = 5MR + (§uf2 +U(r))

o Merke:
Statt (7,7) betrachte (R, 7)

e Liegen auflere Kréifte vor, gelingt die Aufspaltung in Schwerpunkts- und Rela-
tivbewegung in der Regel nicht, weil sich die potentielle Energie nicht additiv
verhalt.

Drehimpuls
e Sei 7 Ortsvektor bezogen auf Ursprung O

Dann ist Drehimpuls L(¢) beziiglich Ursprung O:

L(t) == 7(t) x p(t) = m#(t) x 7(t)

e Zeitableitung:

—

L(t) = m(t) x #(t) + m(t) x 7{(t) = 7(t) x m#(t) = 7(¢) x F(t) = N(©)

N(t) heift Drehmoment der Kraft F' beziiglich Ursprung O.
e Eigenschaften:

— Drehmoment éndert Drehimpuls so wie Kraft Impuls verandert

— Drehimpuls erhalten, wenn N t)=0
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— Das ist z.B. der Fall, wenn F(r) parallel zu 7(t), i.c. Zentralkraftfeld

— Zentralkraftfeld braucht weder rotationssymmetrisch noch zeitun-
abhéngig zu sein. Erinnere, das war bei Konservativitat anders

N Teilchen Fall

e Gesamtdrehimpuls:

e Mit ) '
mir(t) = FP(7) + ) FF ()
1#]
folgt
L(t) =Y i x FA) + Y 7 x Fy(if, ..., y)
i#]
2. Term:
LN LN
> Xﬂj(Fl,...,FN)=§Z('F@ x Fij +7; XFji):§Z(Fz—Fy) x Fy
i#£j ij=1 ij=1

da -F_;ij = —.ﬁ]
e Ist nun F}; parallel zu (7; — 7;), so verschwindet 2. Term und es gilt:
. N
L(t) = ) 7i(t) x F{' = N

i=1
e Dann Anderung des Gesamtdrehimpulses allein durch aufiere Krifte gegeben.
Abgeschlossenes System: Gesamtdrehimpuls ist erhaltene Grofie
Schwerpunkts- und Relativzerlegung

Sel r; = R+ Z;, x;: Koordinate beziiglich Schwerpunkt
I = Zmﬂ“i X T; = Zmi(R—l—xi) X (R+xz)
= RxP+Y mwix R+Rx > mi;i+ Y mw; x ;
Da > mz; =0
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L=Ls+Lyg=RxP+> m x i
Analog fiir Drehmoment:

N=) rxF'=) (Rtz)xF'=> RxF+Y z;x F = Ng+ Ny

Ls=RxP+RxP=MRxR+RxP=RxP=>)» RxF =Ng
Wegen L = N, auch L,y = Nyu

Merke:
Abgeschlossenes System: L, L, und Lg sind erhalten

Betrachte Zwei Korper-Problem:
Lrel = mlfl X fl + mgfg X fg

Wegen

folgt:

mlm% m%mg
Lrel =

M? M?

)rxf’:,urxf’, erinnere p =

wie erwartet: L, eines Teilchens mit Masse p.

2.2 Zwei-Korper-Problem

Motiviert aus Kepler-Problem, i.e. Sonne-Erde System mit Gravitationskraft oc 1/72
(wie sich herausstellte)

e Tycho Brahe %1546, 11601

Umfangreiche Beobachtungsstudien der Planetenbahnen

e Kepler %1571, 11630 (Assistent von Tycho Brahe, soll ihn vergiftet haben)

Die Kepler’schen Gesetze, empirisch daraus abgeleitet

1. Planeten bewegen sich auf Ellipsen.
2. Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen
3. T?/R?® = const, T Umlaufzeit, R grofie Halbachse

e Newton erlaubt Herleitung/Verstédndnis der Keplerschen Gesetze

Analogie experimentelle Atomphysik/Quantenmechanik, Balmer-Serie et al.
Betrachte abgeschlossenes Zwei-Korper-System mit rotationssymmetrischem Zen-

tralkraftfeld
Was bisher geschah (fiir die Relativbewegung):
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e Bewegungsgleichung:

e Fnergie

e Drehimpuls:

Abgeschlossen:

Folgerungen:
° f/,,el ist zeitlich konstant. Lege f/rel in z-Richtung
Folge: 7 und 7 liegen in xy-Ebene

e Betrachte Flache dF’, die r in Zeitinterval dt iberstreicht

1 1
dF = §]r||7”dt| sin(r, 7 dt) = §|7“ X T|dt

Damit:

1
dF = —|L,|dt
2

— Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.
— 2. Kepler Gesetz ist Folge der Drehimpulserhaltung

- Qilt fiir alle Zentralkraftfelder, z.B. auch fiir harmonische Kraft
F(r) = —Dr

— Geschwindigkeit auf exzentrischer Bahn

Berechnung der Bahnkurve

e Polarkoordinaten in zy-Ebene

T = Trcosy

y = rsing

T = Trcosp—resing

Yy = 7rsinp+rpcose

7= i gt = Pt (2)



o Mit L,y = (0,0,1)
b= p(ry —yi)
= purcos p(rsin g + r cos )
—pr sin (7 cos p — rgsin @)
= g

also:

e Mit Gl. (2) folgt fiir kinetische Energie der Relativbewegung:

12 1, P
Suit = pi? +

5 5 5.2 Unterschied ?, 7 klarmachen
wur

e Fiir Gesamtenergie F = %/m*2 +U(r)

1 . 12 1
E= ST + 2 +U(r) = SHT + Uess(r)
mit
l2
Ups(r) = U(r) + 5.
QL% in U.ss heifit Zentrifugalterm oder (besser) Zentrifugalbarriere. 4 23

e Wir haben nun eindimensionales Problem, sieche Ende Kapitel 1.3, und erhal-
ten ”Erstes Integral”:

= )2/ (B — Uy (1))
Erstes Integral weil von 7 nach 7

Trennung der Variablen und Integration

r d’f‘/ t
+ :/ dt' =t —t,
ro V2/I(E — Uesp(r'))  Jig

Ergibt:

@(t) aus Gl. (3)

o0 = o
(1) = g0 = /t dt’ ng(t,)



Beachte:

e Wegen ¢ = /# kann ¢ Vorzeichen nicht wechseln, i.e Drehung immer in die
selbe Richtung

e Mit (2(0) = 2(0) = 0,70, %0, E,1) hat das Problem die erforderlichen 6 An-
fangsbedingungen

7(0), ©(0) aus

Bahn r(y)

dr B T . :E\/Q//L(E— Ueff<7')) . \/m 2
%_5_ 1/ ur? =+ " \/E_Ueff(r>

Damit, Separation der Variablen

[ " 1
PRI
RS V2 /7"0 T/Q\/E—Ueff(’f’/)

Qualitative Diskussion
E=T+U>U, E=U wennr =0
Annahme: [ # 0

e U.ss sei von der Form

Ueglr)

T min M max r

Eine moégliche Form von U(r), fiir die der Abstand r bei
gegebener Energie E, zwischen r;, und r,,, liegen muf

Bei rpin und rmgs gilt 7 = 0, aber nicht 7= 0, da [ # 0

Bewegung
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— beschrankt auf Kreisring 7, <7 < as
— ¢ # 0. Folge: ¢ wichst monoton

— 7 oszilliert zwischen 7,,;, und 7,4

Perizentrum

Apozentrum

Typische Bahn fiir das effektive Potential

— Tmin: Perizentrum (bei Sonne Perihel, bei Erde Perigdum)

— Tmaz: Apozentrum (bei Sonne Aphel, bei Erde Apogéum)

Wichtig: Die Bahn ist nicht notwendig geschlossen

Winkel Ay von Perizentrum zum néchsten Apozentrum ist mit Gl. (4)

1

l Tmax
Ap=+—— dr’
TV /rmm 2 E = Uess (1)

Damit Winkel zwischen zwei Perizentren 2A¢p

Bahn nur geschlossen, wenn nAp = mm, n,m € N

Sonst Rosette: Periheldrehung

e Es gibt £ = E,,;,,, so dass r = const = rg

Bahn ist Kreis, der gleichformig durchlaufen wird mit

e Fiir [ = 0 verschwindet Zentrifugalbarriere, auch r = 0 wird méglich

2Grofes Problem, wenn man zur Sonne fliegen will
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Ueft (1)

> [

Ist der Drehimpuls /=0, so gibt es keine Zentrifugalbar-
riere. Auch r=0 ist méglich

| =0 = 7|F und ¢ = 0 Bewegung zentral

e Gilt U(r) — Uy fiir r — oo, addiere Konstante, so dass U(r) — 0 fiir r — oo

Eret

Uett(r)

Graph von Ug(r) (mit /+0) fiir den Fall, daB das
effektive Potential fiir r— oo endlich bleibt

e Zwel interessante Falle

I < 0 Bahnen beschrankt, alles wie bisher

E>0

— Tmaz = OO
— Perizentrum r,,;, existiert noch

— Unterscheide anziehendes und abstossendes Potential
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Asymptote

0| min

Asymptote

Bahn fiir ein anziehendes Potential fiir den Fall £,>0

Hilfslinie
Asymptote

Bahn

Tmin

Bahn fiir ein abstoBendes Potential fiir den Fall £,>0

Fir r — oo gilt

x ¢ — 0 Integral:

[ /OO 1
— Yo = —F=— dr’
¥ = $o o o 2 B — Uer s (1)

geht gegen endlichen Grenzwert

* Winkel zwischen Perizentrum und Asymptote:

[ & 1
Ap = —— dr’
SO 2” Tmin r,2 E - Ueff(’r,)
* Ferner
il = \/2/1(E = Ueps(r)) = V2B = v
Damit
1

* Kommt im Detail in Kapitel 3.2 Streuung
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Lessons learned:
e In abgeschlossenen Mehr-Korper-Systemen gilt

— Aufspaltung: Schwerpunkts- und Relativbewegungsgleichung

— Aufspaltung: Schwerpunkts- und Relativenergie

— Gesamtdrehimpuls ist erhaltene Grofie

— Aufspaltung Schwerpunkts- und Relativdrehimpuls/drehmoment

— Schwerpunkt- und Relativanteil Drehimpuls einzeln erhalten

e Zwei-Korper-Problem

— 2. Keplersche Gesetz gilt allgemein & folgt aus Drehimpulserhaltung
— Drehimpuls fithrt zu effektivem Potential mit Zentrifugalbarriere

— Im allgemeinen sind die gebundenen Bahnen des Zwei-Korper-Problems
nicht geschlossen

3 Kepler-Problem & Streuung

3.1 Kepler Problem

Kepler-Problem: Bestimmung von Bahnen fiir Zwei-Kérper-Problem mit Potential

Ur) == (5)

Fiir K = ymymy: Gravitationspotential.

K [?

=t
ro 2ur?

Uep(r) = —

Eret

Uett(r)

Graph von Ug(r) (mit /40) fiir den Fall, daB das
effektive Potential fiir r— oo endlich bleibt

Minimalwert von U,y (r):

d K 2 |

il -2 9
drUeff(T)

r2 2013 =0 (7)
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l2

Tmin = ——
K
K 12 uk?  uk? k>
Vettmin == E 4 o mn =" T op T o
BE BE

Herleitung der Keplerschen Gesetze aus dem Gravitationsgesetz
1. Kepler Gesetz

e Mit Gl. (4)
1

[
=— [dr
4 \/ﬂ/r r2\/E + K1 — 12)2pr'?

e Variablensubstitution:

r'=1/s, s=1/r ds/dr’ = —1/r" ds = —dr' /1"

1
= — ds
i /1/r V2pE ]2+ 2uks /12 — 2
Analytisch lésbar (B-integrabel):

J 1 x—0b
T = —arccos
Ve + 2bx — x? Vb2 +c
1/r — uk/l?
©— g = arccos
V2RI + 2uE )12

(Bl -1
V1+ 2RE/us?)

= arcc

Das ist ¢(r) fiir das Kepler-Problem

e Zur Vereinfachung fiihre ein:

p = lz//“{ T'min

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

€ = V14+2P2E/ur? Exzentrizitat, MaB fiir die Abweichung von Kreisform

Folgt

</r 1)
© — Yo = arccos
€

oder
ecos(p — pp) = = — 1
r

oder mit ¢y =0

p

= — 19
1+ ecosyp (19)

r
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Polargleichung fiir Kegelschnitt

e <1,dh. E <0: Ellipse, Speziallfall ¢ = 0: Kreis

e =1, d.h. E=0: Parabel

e >1,d.h. E > 0: Hyperbel 5 23

e Fir £ < 0 wie vom Zwei-Korper-Problem erwartet eine gebundene Bewe-
gung, hier fiir U(r) o< 1/r folgt Ellipse, die einfachste Form der geschlossenen
Bahnkurve.

— Flir U(r) < 1/r*, a > 0, a # 1 keine Ellipse, sondern Rosette

— Rosette: "Ellipse mit Periheldrehung”
Ellipse: Degenerierte Rosette

Rosette generisch® nicht geschlossen

Erinnere: Geschlossen wenn

Agp(Perihel zu Perihel) = ﬁﬂ', n,méeN (20)
m

Im Allgemeinen:

Agp(Perihel zu Perihel) = am, a€R (21)
Q abzéhlbar unendlich, R \ Q iiberabzéhlbar unendlich
Fallunterscheidungen
(i) e < 1, EF <0, gebundene Bewegung

r oszilliert zwischen

p
" 1+e ? ( )
und
Tmaz = P , Y= (23)
1—c¢
b \
l, a - F
Tmax ;rl:I

Bahn eines Teilchens im Kepler-Problem fiir £<0. Die
Bahn ist eine Ellipse mit den Halbachsen a und &

Grofie Halbachse:

3Generisch ist das, was passiert, wenn ich mit Augen zu in einen Eimer greife, in dem sich alle
Moglichkeiten befinden
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p P 2p
2a = min maxr — =
@ = Tmin + 7 1—|—e+1—e 1 — €2

Ergo:

P Y Iy G Ui
T1-e M\ TaeE) T oE|

Kleine Halbachse:

Wegen:
, a®—b
€ =
a2
2 2°F 12
(1 =€) 4FE? K2 2|E|p pa
Insgesamt:

e Das 1. Keplersche Gesetz: Planeten beschreiben Ellipsenbahn, in einem

Brennpunkt der Schwerpunkt. Sonnenmasse ~ 300.000 Erdmassse
e Grofle und kleine Hauptachse hangen von Energie und Drehimpuls ab
e These der Ellipse macht Newtonsche Theorie zu einer ”guten” Theorie

— Nullmenge in der Menge aller Moglichkeiten

— empirisch gut testbar.

Exzentrizitaten der Planeten:
e Merkur € = 0.206, aber selten zu sehen
e FErde e =0.017

e Mars e = 0.093, an ihm entdeckt

3. Kepler Gesetz:

1
dF = —|L|dt
24
Flache pro Periode T': Ellipse mit
1
F=mab=—I1T
20
Mit Gl. (16, 27)
2 2

T
2 l
= B o /K a®?

Fir Gravitation:
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72 4 472 3
—= a = a
Ymimeo v(mq + my)

Sonnenmasse, say, m; > Planetenmasse, say, mo

Von Kepler III zu Gravitationsgesetz, leicht hand-waving:

e Kepler III umformuliert:

r3/T? = const, w=2n/T, r°w? = const,

e Fiir Ellipse gilt

Aus
7(t) = 1€} cos wt + 19y sin wt

folgt

F(t) = —w?(t)

e Zusammen: )
F = mr(t) oc —w?7(t) oc 1/1?

(ii) e = 1, £ = 0, Streuung
Parabel, interessanter Grenzfall
(iii) e > 1, E > 0, Streuung
Hyperbeln

e Allgemein

—r=p/(l1+ecosp)>0

— (1 + ecos ¢) kann positiv und negativ sein

l2

p_
1K

Schrankt mogliche Winkel ¢ ein

e x> 0, anziechende Kraft

— Perizentrum: r = r;, = p/(1+¢€), o =0

33
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positiv oder negativ, je nach Vorzeichen von s

(33)

(35)

(37)
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— Asymptote: 7 =00 =1+ €cosyy =0, |pa| > 7/2

\
Asymptote

Bahn eines Teilchens im Kepler-Problem (anziehendes
Potential) fiir E>0

e 1 <0, abstoflende Kraft p < 0= 1+¢ecosp <0, |p| > 7/2

Asymptote
ilfslinie

o4
)e——Tmin ﬂ

Hyperbel

Bahn eines Teilchens im Kepler-Problem (abstoBendes
Potential) fiir >0

e Streuung, siehe nachstes Unterkapitel

Lenz-Runge Vektor

e Zuriick zu £ < 0
Beim Potential
U(r) = —k/r (39)
Ellipse (= keine Periheldrehung)

e Legt weitere Erhaltungsgrofie nahe, z.B. Vektor vom Zentrum zum Perihel

e Betrachte Bewegungsgleichung & Drehimpuls

—

M%—f—liT:O, L=urxr (40)

r3
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e Zur Vereinfachung

e Ergibt:

da

y d
dt
2 e - i
r37“7“7" rr
7,—,’
_B_ )
r
di -
dtr 12

Erweitere mit r, nutze 72 = r? und 77 = 7" et voild !

e Ergo:

E:?xé—ﬁ

=S 3y

(47)

ist zeitlich konstant.

p

C_::—(T‘_”XC_:)—FFFX(T_”X?)

— Da A konstant, kann A auch im Perihel bestimmt werden.

— Dort liegen 7x C und 7’—? in Richtung des Perihels.

— Also zeigt A immer in Richtung Perihel.

— Zusatzliche Erhaltungsgroie neben E und L

e Konstanz des Lenz-Runge Vektors ist nur fiir 1/r Potential gegeben.

Beobachtete Periheldrehung des Merkur: 573 Bogensekunden pro Jahrhundert

e 530 7: Einflufl der anderen Planeten

e 43 7: Effekte der Allgemeinen Relativitatstheorie

(41)

(42)

(43)
(44)

(45)

ART: 1/r Potential ist nur eine Naherung, 1/r?-Beitrag reicht fiir Periheldrehung

Leseempfehlung:

D.L. Goodstein, J.G. Goodstein: Feynmans verschollene Vorlesung
Die Bewegung der Planeten um die Sonne. Piper, 2002
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3.2 Streuung
3.2.1 Schwerpunkt- und Laborsystem

e In der Regel ruht ein Teilchen (Target) und wird mit einem anderen (Projektil)
beschossen: Laborsystem

e Aber Rechnungen im Schwerpunktsystem einfacher

(a) Das Projektil 1 kommt (b) Dérselbe Streupfozéss im Schwer-
aus dem Unendlichen und streut an punktsystem der Teilchen 1 und 2 an-

dem urspriinglich ruhenden Target 2, geschaut. Die Unterscheidung Projektil
das hierdurch in Bewegung gesetzt wird. ynd Target verschwindet

e Stofiparameter b

Legt Drehimpuls fest L=0bx Pt = —o0) =bp
Annahme: Elastischer Stoss, innerer Zustand dndert sich nicht, keine Anregungen

Nomenklatur:
e Laborsystem: pp; vor, p}, nach dem Stoss
e Schwerpunktsystem: pg; = —pga vor, ps; = —pls, nach dem Stoss
e Impuls des Schwerpunkts: P

Energieerhaltung

2 2 '2
Pra Pr1 Pra
= 48
2m1 2m1 + 2m2 ( )
Impulserhaltung:
Pr1 = pILl + p}ﬁ (49)

Zerlegung in Schwerpunkts- und Relativbewegung:

e Vor dem Stoss:

m
pL1 = Mlp‘f']?ﬁ M = my +mjy (50)
m
D2 = ﬁp—p& =0 (51)
also: v
P=—ps pr1 =P (52)
mo
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e Nach dem Stoss

mi mi

P = ﬁp+pf91 = Eﬂ?l + P (53)
mg

Pro = 3P —Psi = psi — s (54)

e Erhaltung der kinetischen Energie der Relativbewegung;:

|Ds1| = |ﬁSl| = Ds (55)
Seien 0r und f¢ die Streuwinkel
o Mit GL (52) pr1 = ;1 ps1 und GL (53) ply = Z2psi + plyy

e Einerseits

M my M mq
/ 2 / *
=— | — = — — + 0 56
P11 P11 - <m2p51 + Ps1 ps1> mzps (m2 Ccos S) (56)
Andererseits:
M ,|m
prapy = |poa|lph,) cosb, = —pk | —pg1 + sy | cos by, (57)
ma ma
M 2
= —p§2\/1 +2 cosfs + (ﬂ) cos by, (58)
ma mo mo
e Damit:

2
cosfy = (@ —1—00505) /\/1—1—2@ cos fg + (m) (59)
mo mo mo
e Mit Identitat
tan2 QL =—-1+

(60)

cos?
folgt

sin fg

tanf;, =
L ml/m2+C0895

e Bezeichnet man mit ®; den Winkel mit dem im Laborsystem das Target-
teilchen wegléduft, so zeigt man leicht:

B, =" _295 (62)
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(a) Das Projektil 1 kommt (b) Derselbe Streuprozess im Schwer-
aus dem Unendlichen und streut an punktsystem der Teilchen 1 und 2 an-
dem urspriinglich ruhenden Target 2, geschaut. Die Unterscheidung Projektil
das hierdurch in Bewegung gesetzt wird. ynd Target verschwindet

e Spezialfalle:

— Projektilmasse m; < Targetmasse mso, dann g = 0,
— M1 = Ma. QLZGS/Q, 9L+(I)L :7'('/2
6 23
3.2.2 Rutherford-Streuung
Kepler-Problem der Streuung fiir geladene Teilchen
I qige
Ulr)=———— 63
(r) =~ o (63)

Kepler-Problem im Schwerpunkt-System*: Hyperbeln mit

D
-7 4
" 1+e€ecosyp (64)
mit
p = Plux (65)
€ = 1+2P2E/uk? (66)
mit

1+ecosp; =0 (67)

4Man versuche, das im Laborsystem zu rechnen
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&
(M "/\‘Pz

Py-T <0

-y,

Der Streuwinkel 6 ist durch die Ablenkung der Relativ-
geschwindigkeit bestimmt. Esist ®=n—@,=¢, —mtund 2&+60=n

Es gilt
T—pa=p—m=>0 (68)
Weiterhin
01— = m—0, also mit (69)
Y1 —T = T — auch (70)
T—@y = pa—10 oder (71)
+0
P2 = d (72)
2
Damit: ) L
—— = COS (g = COS <7T2 > = —sinf/2 (73)
€
: 1
sinf/2 = (74)
1+ 22E/ux?
Mit Identitat 1
sinf/2 = (75)
/ 1+ cot?6/2
cot?0/2 = 21°E [ uk? (76)
Mit
i i L2 0/2 = !
Voo = |7t = —00)| = |7t = 00)|, | =pblvs|, FE = SHVz0 tanf/2 = 0?02
(77)
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Abhangigkeit des Streuwinkels # von Stoflparameter b

tanf/2 = 11

pv2 b

Bemerkung;:
e Je kleiner b, desto grofler 0, b — 0 folgt # — w. Drehimpuls verschwindet.

e Zentraler Stof3: r,,, kann berechnet werden aus

E = %/w? + U(r) (79)

Vor dem StoB: E = 02
Am Umkehrpunkt: E = U(rpin) = —K/Tmin

e Ergo, flirb=10

2

HUS
Gelangt 7,,;, in Bereich der Radien der Ladungstrager, so wird es Abweichun-
gen von Streuformel geben, da nicht mehr als Punktteilchen behandelbar.

Anwendung;:

— Teilchen 1 a-Teilchen mit v = 1.61 x 10° cm/s
— Teilchen 2 Kupferkern
— Tomin =1.55 x 10712 cm

— Experimenteller Befund: Streuformel gilt

Ergo Atomkerne kleiner als 1072 cm

Rutherford’s Widerlegung (1909) des Thompson’schen ”Rosinenkuchen-
Modells” (1903)

3.2.3 Streuquerschnitt

Experimentelles Setting:

e Strahl mit bestimmten Durchmesser wird auf Streuzentrum geschossen

40



-

Darstellung der Trajektorien von Teilchen mit benach-
bartem b und ¢

e Durch Messung der Ablenkung in Streuwinkelbereich (6,6 + df) und Az-
imutwinkelbereich (®, ® 4+ d®) Riickschluss auf Potential

e Gemessene Grofle: Pro Zeiteinheit in Raumwinkelelement df) = sinf df do
gestreute Teilchen

e Zentraler experimenteller Zugang in Teilchenphysik & Kristallographie

e Lerne aus ”lange vor” und ”lange nach” dem Streuprozess, was im Mirkoskopis-
chem passiert.

e Zu jedem 6 gehort ein b

e Teilchen, die in df2 landen, kommen aus Flachenelement
do = —bdbd®, b=b(0)
Minuszeichen, weil Zunahme von 6§ Abnahme von b bedeutet

do, resp. 42 heiBt differentieller Wirkungs-/Streuquerschnitt
aQ

Beispiel: Rutherford Streuung

e Coulomb-Potential

tanf/2 = 81
wof2 = 0 (s1)
|k| cot 0/2
b= ——— 82
o (2)
e Folglich:
[ L (83)
2 sin®(0/2)
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do = —bdbdd (84)

- (“ )2 L cos6/2 b i (85)

pv2, ) 2sin®6/2sin6/2
it sin2z = 2si —0/2 o2 — S0 (g
mit sin2x = 2sinxcosx, = =40/2, cos REEYIE
k\’ 1
= ing doj dP 87
<;ng) 4sin*6/2 S (87)
£\’ 1
= dQ 88
<2uv§o) sin 0/2 (88)
Differentieller Wirkungs-/Streuquerschnitt der Rutherford Streuung:
do |
= 89
dQ (2,uv§o) sin* /2 (89)
Totaler Wirkungs-/Streuquerschnitt:
do
o= [ —dQ 90
Otot / a0 (90)

Bedeutung: Eingangsflache, die alle Teilchen durchqueren, die iiberhaupt gestreut
werden.

Hier:
/war 6 do do T 2 /Wde' o— (91)
ot = in — ~ inf— —— = oo
T Joco Jo—o a "y T i er2)
Interpretation:

e Will man Querschnitt des einfallenden Strahls so gross machen, dass auch
Streuwinkel 6 = 0 auftritt, so ist Querschnitt oo

e Coulomb-Potential ist langreichweitig. Im Gegensatz zu schwacher und starker
Kernkraft.

In der Regel: Target viele Teilchen. Wenn
e Target klein gegen Strahldurchmesser
e Teilchen nicht zu dicht gepackt

nur Erhohung der Intensitéat

Ubung: Streuquerschnitt von Kugel
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Lessons learned:
e Kepler Gesetze lassen sich durch Newtonsche Mechanik verstehen

o Fir U < 1/r* o« > 0, a # 1 geben sich im Zwei-Korper-Problem generisch
nicht-geschlossene Rosetten

e Fir Gravitationspotential sind Bahnen des Zwei-Korper-Problems Ellipsen.
e Lenz-Runge-Vektor als zusétzliche Erhaltungsgrofie
e Streuquerschnitt fiir 1/r-Potential ~ 1/sin*(0/2)

e Totaler Streuquerschitt bei 1/r unendlich wegen Langreichweitigkeit

3. Do. 20

4 Lineare Schwingungen

Linearisierung :

o Krifte um eine Gleichgewichtslage x = 0 lassen sich Taylor-entwickeln

F(z) = —ax —bx* —cx® — ... (92)

Entspricht fiir Potential

1 1 1
U(x) = const + 5@1:2 + gb:cg + Zc:c4 +... (93)

Oft: Abbruch nach linearem Term sinnvoll.

Ergibt lineare, oder besser linearisierte Bewegungsgleichungen

Wichtig: Bei linearen Systemen gilt Superpositionsprinzip:

Mit Losungen x(t), xo(t) ist auch azy(t) + bzy(t) Losung
723

4.1 Eindimensionale Systeme

4.1.1 Harmonischer Oszillator
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e Taylor-Entwicklung

1 1
ml*p = —mglsin p = —mgl <90 — §g03 + 5@5 — .. ) (94)
e Linearisierung:
ml*g = —mgle, ¢ = —%s@ (95)
Ansatz:
_ iwt L . 2 g . g
p(t) = " = coswt + isinwt, folgt: w” = 7 W= + 7 (96)
e Analog Federpendel
mi = —Dz, das ist schon die lineare Naherung (97)
D
i=—-w’r, w'=— (98)
m
e Allgemeine Losung: A .
o(t) = Re{Are™" + Aze ™'} (99)

DGI 2. Ordnung: Zwei Anfangsbedingungen: ¢(0) = a, ¢(0) =

$(0) = Rel{iwA; —iwAs} =p (101)

Mogliche Losung: Ay = a, Ay = iff/w

: / g B
o(t) = acoswt+(f/w)sinwt = C cos(wt—6), C=14/a®+ 2 tand = o

(102)
4.1.2 Homogenes gedampftes lineares System
e Betrachte:
F(t) 4+ 2p0(t) + wiz(t) =0, p,wi >0 (103)
Harmonischer Oszillator mit Stokes’scher Reibungskraft —2px

: d (1 1
E = 2 (2524 Smwle? 104
o <2m:c + 2mw0x) (104)
= (% + wir) = —2mpi? (105)

Macht Sinn.

e Zur Losung Komplexifizierung

— Betrachte Gl. (103) fiir komplexwertige x(t)
— Es gilt Superpositionsprinzip:

Mit Losungen x1(t) und xo(t) ist auch z(t) = ay2z1(t) + asza(t) Losung
— Da p,wi € R ist auch komplex konjugiertes x(¢)* Losung
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— 7Re-Reellisierung”:
u(t) = Re(z(t)) = %(m(t) + x(t)*) ist reelle Losung.

e Exponentialansatz:

z(t)=e, AeC (106)

— Bestimme A so, dass Gl. (103) erfiillt wird.
Eingesetzt, ergibt:

A+ 2pA +wi =0 (107)

— Ansatz fithrt zur (allgemeinen) Losung®, wenn A Nullstelle des Polynoms

ist:
Mo=—pEt/p?—wi (108)

* p? > w?d: Starke Dampfung, zwei reelle Nullstellen

— Drei Falle moglich:

z(t) = e P (ae® +be ™), @ =4/p*— Wi (109)

t

T

* p? < wd: Schwache Dampfung, zwei komplex konjugierte Nullstellen
Allgemeine komplexe Losung:

x(t) = e P ae™ + Be ™), w = wi — p? (110)
Beachte: Die Frequenz dndert sich im Vergleich zum ungedampften
System
Reell:

x(t) = e "*(d coswt + b sinwt) (111)

>

e

LA —
0] ML=

e

5 Ansitze miissen nicht zu Lésungen fithren. Fiir "allgemein” siehe aperiodischer Grenzfall. Fiir
iiberhaupt teste x(t) = at?
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* p? = w?: Aperiodischer Grenzfall
Exponentialansatz liefert nur eine Losung.

x(t) =ae "?

(112)

Bietet keine zwei Anfangswerte. Exponentialansatz fithrt nicht zur

vollen Losung
Allgemeine Losung:

x(t) = e PH(b+ct)

1.4 5 . o

1z \‘\

0. T
0.5 ~—
0.4 T

0.z

1 ? ] 4 5 1 7

Herleitung per Variation der Konstanten

Ansatz: a = a(t)

x(t) = a(t)e”!

a(t) — pa(t)) e

=
—~

~
~—

Eingesetzt in die Differentialgleichung Gl. (103)

0 = &(t) +2p2(t) + wiz(t)

0 = (id—2pa+p’a+2p(a— pa)+uws
0 = (i+alwy—p*))e "
Mit
wi=p> unde >0
folgt

d=0 und damit

e Betrachte harmonisch getriebenes lineares System:

i+ 2pt + wiw = fycoswt

eine inhomogene Differentialgleichung

46

a(t) =b+ct

(
T = (a 2pa +p a) e P' t bei z,a unterdriickt

a )e r?

4.1.3 Harmonisch getriebenes gedampftes lineares System

(113)

(114)
(115)
(116)

(117)
(118)

(119)

(120)

(121)

(122)



Formal:

d? d
Lz(t) = f(t), L : linearer Differentialoperator mit L = (— + 2p£ + w%)

dt?
(123)
Linear, weil

L(az(t) + by(t)) = aL(xz(t)) + bL(y(t)) (124)

e Satz:

Wenn z,(t) eine spezielle Losung von Gl. (123) ist, so ist jede weitere Losung
xp(t) von der Form

xp(t) = x4 (1) + ul(t) (125)
wobei u(t) die homogene Gleichung Lu = 0 16st.
e Beweis:

— Fiir z(¢) gilt:
(1) = xa(t) + (25(t) — 2a(t)) (126)

und
L(zp(t) — wa(t)) = Lay(t) — Lag(t) = f — f =0 (127)

u(t) = (xp(t) — x4(t)) 16st also homogene Gleichung.

— Umgekehrt ist mit
Lu(t) = 0 und Lz,(t) = f (128)

auch L(z,(t) + u(t)) = L(z) = f.
— q.e.d.

e Merke: Inhomogenes Problem ist vollstandig gelost, wenn allgemeine Losung
des homogenen Problems und eine einzige Losung des inhomogenen Problems
bekannt ist.

Die Losung

o Komplexifizierung:

&+ 2pd + wir = foe™! (129)
e Exponentialansatz:
z(t) = Ae™", A': komplexe Amplitude (130)
e Eingesetzt:
A(—w? + 2ipw + W) = fo, Alw) = Jo (131)

Ergibt eine Losung des inhomogenen Systems

fO it
o(t) = - bt 132
Za(t) wg—w2+22pwe (132)
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e Allgemeine Losung durch Addition der allgemeinen Losung des homogenen
Systems, Gl. (103).

Da diese aber stets mit ¢ — oo abklingen, strebt jede Losung gegen die spezielle
Zat)

e System ”vergifit” Anfangsbedingungen im Einschwingvorgang

e Schreibe

A=|Ae? (133)

ergibt reelle Losung von Gl. (122)

x(t) = Re(x,(t)) = |A] cos(wt + 0) (134)
mit
2 2pw
AP = Js tand = —— 135
4 (w? — w})? + 4p?w?’ WO= 2 w? (135)
: {a) _g
2| n/2

-

Amplitudenquadrat |4|* und Phase

— & in Abhéingigkeit von w. Die durchgezogene
Kurve gilt fiir das exakte Resultat (6.5.4), die
gestrichelte Kurve fiir die Niaherung fiir schwa-
che Dampfung (6.5.5)

e Interpretation

— |AJ? hat Maximum bei w? = w2 — 2p?
Resonanz
Maximum um so scharfer je kleiner Dampfung p
— €0, -]
Erschwungene Schwingung hinkt dem dufleren Antrieb nach.
Fir w — 0 folgt 0 — 0, fiir w — oo folgt 6 — —

Phasensprung schérfer, wenn Dampfung kleiner
8 23
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4.2 Der allgemeine harmonische Fall
Wichtig in vielen Bereichen der Physik
e Festkorperphysik, Gitterschwingungen, Phononen

e Molekiilphysik, Schwingungen der Atome, Absorptionsspektren

e Bewegungsgleichung und Energie ein-dimensionaler Fall:
i} L oo, 1,
mi + kx =0, E = gma” + 5 (136)
e Bewegungsgleichungen und Energie mehr-dimensionaler Fall
. 1 .
Z(Mijl.j + Kijxj) = 0, FE = 5 Z Mijxia;j + Kijl'ixj (137)
J ]
e Massenmatrix M mit M;; = M;;

Nicht-triviale Massenmatrizen, wenn weitere Kopplungen zwischen Massen,
z.B. eine starre Verbindung

Zeichnung in 2D mit Stab
Millenium Bridge

Z M;ja;a; >0,  fiir Z a? #0, man denke an Geschwindigkeiten
ij i

(138)
da kinetische Energie > 0, wenn nicht alle Geschwindigkeiten verschwinden

M;; ist positiv definit

e Kopplungsmatrix K mit K;; = Kj;

Z Kiaa; >0,  fir Z a? #0, man denke an Auslenkungen (139)
ij i

gilt, wenn 2° stabile Ruhelage, i.e. Minimum von Potential ist.

An Vok und Sattel erlautern.

e AbD jetzt alle Indices unterdriickt, i.e. M, K € R™", x,y € R"

Mz + Kzx =0 (140)
e M und K reell und symmetrisch = selbstadjungiert:
y - (Mz)=(My) -z, y-(Kz)=(Ky) z (141)

: Skalarprodukt im Reellen : z -y = Z Ty =2y

7

: Skalarprodukt im Komplexen : x -y = Z xly = 2y

(2
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Losung:
e Komplexifizierung
wie gehabt

e Exponentialansatz

Ansatz: A
z(t) =ve™, z,0eC" (142)

Bestimme v und w, so dass z(¢) Lésung von Gl. (140)

e Eingesetzt, ein Verallgemeinertes Eigenwert-Problem:

(K —w’M)v =0, M1'Kv=uw?v (143)

Nichttriviale Losung v # 0, nur wenn (K — w?M) nicht injektiv, also

det(K — w?M) =0 Bedingungsgleichung fiir w? (144)

— Sékulargleichung: Taucht auf fiir Langzeit- ("sékular”) Verhalten der
Planeten bei Storungen durch die anderen auf, siche Kapitel 12.4 Inte-
grable Systeme und Hamiltonsches Chaos des GeniesserInnen Skriptes

— n-ter Ordnung in w?

— Mogliche Werte von w? miissen Nullstellen von det(K — w?M) = 0 sein

(K —w’>M)v, =0 Bedingungsgleichung fiir v, (145)

Seien w?, a = 1,...,n die Nullstellen und v,, die entsprechenden Eigenvektoren mit
(K —wM)v, =0 (146)
Es gilt
(i) w? ist reell

(ii) Wenn x - Kz > 0 Vz, dann w? > 0
Wenn x - Kz > 0 Vz # 0, also g stabiles Minimum, gilt w? > 0

We ist also reell und damit z(t) = vee™>! beschrankt.
(iii) Eigenvektoren v, konnen reell gewéhlt werden.

(iv) Die reellen Eigenvektoren v,, a = 1,...,n sind linear unabhéngig und bilden
Basis des R™

Beweis:
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(i)

(iv)

Aus
Kvg = w:Muv, folgt v, - Kvg = w20, - M, (147)

Wegen Reellwertigkeit von M und K sind beide Seiten reell:

v-Kv=Kv"-v"=v"-Kv*"= (v Kv)* (148)
Da M positiv definit, kann man auflosen:

a’ K a
w2 = % = w2 reell (149)

Gilt z*Kz > 0, so folgt w? > 0 und beschrankte Losung

o(t) = vae™! (150)

Da M, K, w? reell, folgt aus
(K —w’>M)v, =0 (151)
(K —w2M)v,]” = (K —w2M)v; =0 (152)

. . *
Ist v, Losung, so ist auch v}

Aus Losungen v, und v’ bilde Real- und Imaginérteil = Auch Re(v,) und
I'm(v,) Eigenvektoren, die nicht gleichzeitig verschwinden kénnen.

Diese stellen reelle Eigenvektoren dar.

Fiir reelle Eigenvektoren v,, vg, o # f3:

Vo - Kvg = wéva - Mwg
Vo Kvg = Kuv,-vs=w2Muv, - v5 = w20, - Mug
Damit:
(Wi — wj)va - Mg =0 (153)
und somit
Vo - Mug =0,  fiir w2 # wj (154)

Annahme: Es gelte w? # wj. Beweis auch ohne wahr, aber aufwendiger
Zu zeigen: v, bilden Basis, i.e. sie sind linear unabhangig
Widerspruchsbeweis: Nimm an, sie seien nicht unabhéngig

Dann gibt es &, # 0, so dass
> &y =0 (155)
v=1

Es folgt

Vo - M [25707] = 0= 2571)04 - Mu,
y=1 y=1

- gava : Mva
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Also &, =0 Vv
Damit sind v,, v = 1,...,n linear unabhéngig.

Bilden Basis, da ihre Anzahl = n

Beweis Ende

e Normierung v,

e Die Losungen

Zo(t) = Tyeiot (157)

heiflen Eigenschwingungen, w, heiflen Eigenfrequenzen des Systems

Harmonische Schwingungen mit zeitlich konstanten Verhaltnissen der einzel-
nen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage

e Die allgemeine Losung :

n

F(t) = Talaae™" + boe ™) (158)

a=1

aq und b, durch Anfangsbedingungen gegeben

e Normalkoordinaten

Fiithre neue Koordinaten @, (t) ein.

Ft) = Qalt)ia (159)

Damit gilt auf Grund der Normierung Gl. (156):

Qa(t) = vo - Mx(t) (160)
Aus Bewegungsgleichung
Mi+ Kx=0
folgt fiir vy, a=1,...,n:
Vo MZ +v,Kx =0 (161)
Qo+ Kvgz =0 (162)
Qo +wiMuvaz =0 (163)
Qo + wW2vaMz =0 (164)
Qo +w2Qa =0 (165)
Qa(t) +wW2Qu(t) =0 a=1,...,n (166)

Bewegungsgleichungen entkoppeln
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e Existiert a mit w, = 0, i.e. v, Kv, = 0 so folgt

Qa (t) =0

als lineare Bewegung fiir diese Normalkoordinate

4.3 Ein Beispiel

Zwei gekoppelte Pendel fiir kleine Amplituden

e Bewegungsgleichungen
. D
Y1+ %901 + —(p1—2) =0
m
; D
P2+ %%02 + —(p2— 1) =0
m
Matrixformulierung, Massenmatrix M: Einheitsmatrix

d_2 #1 + %+% _% 1 =0
dt?> \ @2 —% %—i—% V2

e Exponentialansatz

VR
~[Q
+
| 31
ISl
€
[\
~[Q
_|_
3o |
ELs
e
[\
N——
VRN
S <
N =
N——
I
o

e Sikulargleichung

~[a

D 2
det( +Zl «

3
~[Q
+
IS |
EL
S
)
N——

mit Losungen
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e Eigenvektoren:

— zu wi:

L _D 1
(5 5 )r-0 w-(1) 1
_D _D 1
<_ﬁ _5)6:0, UQZ(_l) (175)

()5

Pendel schwingen gleichsinnig: ¢; = o

o-(2)-H(2)

— Zu wj:

e 2 Eigenschwingungen:

Pendel schwingen gegensinnig: ¢ = —py
(b)
% %

e Normalkoordinaten mit Gl. (160):

Q1 = 1t ¢
Q2 = @1 — 2
Zusammenhang mit Eigenschwingungen offensichtlich da M o< d;;

e Allgemeine Losung im Reellen

( 1 ) (t) = ( acos(wit 4 ¢f) + beos(wat + ©f) )

09 acos(wit + pb) — beos(wat + @2) (178)

(Cl, ba (P(%, 90(1)) durch Anfangsbedingungen ((pl (0)7 SO.I (0)7 902(0)a 902(0)) gegeben'

Lessons learned:

e Um Gleichgewichtspunkte linearisierte = Bewegungsgleichungen zeigen
Schwingungen

e Harmonisch getriebene geddmpfte lineare Systeme zeigen Resonanz
e Mehr-Korper-Systeme: Orthogonale Eigenschwingungen mit Eigenfrequenzen

e Normalkoordinaten entkoppeln die Bewegungsgleichungen
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5 Scheinkrafte

e Sei S Intertialsystem

e Sei S’ System, das mit Winkelgeschwindigkeit w = |J| um Richtung & relativ
zu S rotiert.

S’ kein Inertialsystem

e Allgemeine Umrechnung fiir Ableitungen

Betrachte Vektor z in S und entsprechenden Vektor z’ in S’

Erinnere
dip
=X 179
Infinitesimale Drehung
dzroy = dp x 2" = (wdt) x 2 (180)
ergibt
dz = dz' + dzpor = d2' + (wdt) x 2’ (181)
"Teile” durch dt
= 4wx? (182)
e Betrachte Geschwindigkeit
r=7"4+wxr (183)
Betrachte Beschleunigung, benutze Gl. (182), beachte z = 7
. d ./ / ./ /
Po= a(r—l—wxr)—l—wx(r—i—wxr) (184)
= "4+ 2wx ) +wx (wxr) (185)
Falls w zeitabhangig, zusatzlicher Term: r x w
e Fir Teilchen in Intertialsystem S gilt
mi = F (186)
In S’ folgt
mi' =F —2mw x ¥ —mw x (w x 1) (187)

Massenpunkt in S’ erfahrt auler ”"wahrer” Kraft F' noch die Scheinkréfte

— Coriolis-Kraft: —2mw x 7/

— Zentrifugal-Kraft: —mw x (w x 1)
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Coriolis-Kraft

Héngt von Geschwindigkeit in S’ ab

Beispiel: Rotierende Erde
e Hoch- und Tiefdrucksystemen

— Rechtsabweichung auf Nordhalbkugel
— Linksabweichung auf Siidhalbkugel
— Drehrichtung von Hoch- und Tiefdrucksystemen

— Bsp: Tiefdrucksystem

e Vertikale Bewegung: Ubung

6 Fur GenieflerInnen

6.1 Mechanische Ahnlichkeit
e Sei x(t) eine Losung der Bewegungsgleichung
mit + VU(r) = 0 (188)
e Nun:

— Andere m um Faktor v > 0
— Andere U um Faktor § > 0

und betrachte Losungen von

ymi+0VU(r) =0 (189)
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Suche Losungen X (t), die zu z(t) geometrisch dhnlich sind:

X(t) = ax(t/B)

— «a: Streckung der Bahn
— [: Streckung der Zeit

Betrachte zunachst o = 1, i.e. unterschiedliche Durchlaufzeiten

Damit X (¢) Gl (189) 16st, muss gelten:

ymX (t) + 0VU(X () = 0

oder

(v/B8%)mi(t/B) + VU (x(t/B)) = 0
Da x(t) Gl. (188) erfiillt, gilt

%:5, ﬁ:\/g (193)

Folgerungen:

(190)

(191)

(192)

e Erhoht sich Masse um Faktor v & bleibt Potential unveréandert, so verlangsamt

sich Bewegung um /7y

e Vergroflert man Potential um 0 & und éndert Masse nicht, so lauft Bewegung

um v/ ¢ schneller ab.

Fiir Fall o # 1 betrachte Potentiale U, die homogene Funktionen sind.

e Fiir homogene Funktionen f(z) vom Grade k gilt:

fw) = X f(x)

o Aus
Ular) = o*U(r)
folgt
VU(ar) =V(U(ar))a und VoU(r) = o*VU(r)
e Somit:

V(U(ar)) =" 'VU(r)
Nun 16st X (¢) Gl (189), wenn (ein « vom 1. Term)

g
e

= dak?

Betrachte v = § = 1: Ahnliche Losungen der selben Bewegungsgleichung.

ﬂ2 — OZQ_k

Beispiele:
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e Harmonischer Oszillator

Ur)xr?k=2= =1

Interpretation 8 = 1: Beim Harmonischen Oszillator ist die Schwingungsdauer
unabhéngig von der Amplitude

e Kepler-Problem
Uryocr L k=—-1=p*=d°

Interpretation 32 = a3: Kepler III

Lessons learned:
So geht Theoretische Physik:
e Stecke Physik rein, hier Newton II
e Nutze Mathematik, hier Theorie der homogenen Funktionen

e Kriege neue Physik raus, hier Eigenschaften von harmonischem Oszillator und
Kepler-Problem

Part II
Lagrange’sche Mechanik

7 Lagrange Gleichungen 1. & 2. Art
Joseph-Louis Lagrange % 1736 1 1813

Newtonsche Mechanik: Alle Krafte miissen bekannt sein.

Haufiger Fall:
e Es sind nicht alle Krafte bekannt, aber ...
e ... ihre Wirkung
e Konkret: Einschrankung der Bewegung auf gewisse Flachen

e Denke an Achterbahn

Einfiithrendes Beispiel: Pendel
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e Betrachte 3D Pendel

\ 4

NL

XL

Das Pendel mit der Pendellange /

e Auf Massenpunkt wirken zwei Kréfte:

— Gravitationskraft F, a

— (Noch) unbekannte Zwangskraft, die Massenpunkt auf Kugelschale 7 =
1?2 zwingt.

o Zwangskraft Z(t):

— Wirkt in Richtung des Aufhingepunktes
— Resultierende Kraft bewirkt Bewegung auf Kugelschale:

mit = Fg(7) + Z(t) (194)
— Z(t) a priori unbekannt
— Aber Wirkung bekannt: Sorgt fiir 72 = [
e Mogliche Orte des Massenpunktes: Zweidimensionale Flache

— Bekannte Kraft F; bewirkt Bewegung auf der Flache, ...

— ... auf der Z(t) immer senkrecht stehen muss.
Zwei Ansatze zur Losung :

(i) Nutze: Zwangskraft steht senkrecht auf der Flache

Hier

Z(t) = \t)7 (195)
und lose das erweiterte Problem

mi = Fg(F) + At)7
Pt = I



Geht, da 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten 7(t), A(t).

Dies ist die Lagrange-Methode 1. Art
Noch nah an Newton: Suchet die Zwangskrafte

(ii) Projiziere die Bewegungsgleichung auf die Flache

— Finde Vektoren, die tangential zur Flache liegen.

— Multipliziere Bewegungsgleichung damit

— Elimiert Z (t), projiziert Bewegungsgleichung auf die Fliache
— Beste Wahl: ”Natiirliche” Koordinaten

x Ein Teil parametrisiert frei die Flache
« Ein Teil halt durch feste Werte die Zwangsbedingung ein
Hier:
— Natiirliche Koordinaten: Kugelkoordinaten
7= r (sin 6 cos p, sin O sin , — cos ) (196)

* 0, ¢ parametrisieren Flache
x r fixiert Zwangsbedingung

— Aus 7(0, p) = [? folgt durch Ableiten:

or L or

7:’

oF
' 90

— Multiplikation von

Ergo

und g—; spannen den Tangentialraum der Zwangsbedingung auf

mit = F(F) + Z(t) (198)

mit g—g und g—F ergibt zwei Gleichungen fiir die freien Variablen:
©

- or oo or
- or oo or

— Zwangskraft 1af8t sich post hoc bestimmen

Z(t) = mr — F(F) (199)

Dies ist die Lagrange-Methode 2. Art, ergibt vollig selbstandigen Formalismus
10 23
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7.1 Lagrange Gleichungen 1. Art
e Betrachte

— System mit N Punktteilchen mit Ortsvektoren 7; zusammengefafit zu
z € R*N underscore unterdriickt

— s unabhéngige Zwangsbedingungen (F wie Fliche)

F.(z) =0, a=1,...,s (200)

e Fiir jedes « stellt die Menge
M® ={z|z € R*N F,(z) =0} (201)

eine (3N — 1) dimensionale Fliche, oder auch Mannigfaltigkeit im R3" dar.

e Mannigfaltigkeit

— "Lokal glatt biigelbar”

— Lokal auf R™ abbildbar

— Beispiele: Kreisumfang, Kugeloberflache, Mébiusband
— Lokale Karten, globaler Atlas

e Die Mannigfaltigkeit
M= ()M (202)

a=1

ist die Menge aller moglichen Lagepunkte.

Sie hat die Dimension:

f=3N—s (203)

f: Anzahl der Freiheitsgrade

e Nomenklatur:

— Holonom-skleronome Zwangsbedingungen: F,(z) =0

— Holonom-rheonome Zwangsbedingungen: F,(z,t) =0

— Nichtholonom: F,(z, 2,t) = 0 Fahrrad fahren
Oder auch Ungleichungen

e Bis auf weiteres: Betrachte nur holonom-skleronome Zwangsbedingungen

e Virtuelle Verriickungen

Tangentialvektoren an M heiflen virtuelle Verriickungen

Formalisierung:
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e Jeder Tangentialvektor £ an M® im Punkt zy ist darstellbar als:

= (204)

do |,_o

mit z(0) Kurve in M®, die bei 0 = 0 in 2y beginnt.
o Aus F,(z(0)) =0 folgt

d dz(o)

300 =

e Damit: Auf M* senkrechte Vektoren sind parallel zu VF,(z) und Zwangskraft
Z(t) 1aBt sich als Linearkombination darstellen:

- Z Aa(t)V En(2) (206)

SV Fa(2(0))|go = € VFa(20) =0 (205)

Konkreter:

e Sei M parametrisiert durch f Variablen ¢y, ..., gy.

Dann ist

— 2(q,...,q5) €M

— 0z/0q; eine virtuelle Verriickung, Tangentialvektor an M

e Allgemeine virtuelle Verriickung;:

0z = Z 8qz = (6F, ..., 0FN) (207)

Z(t) steht senkrecht auf M, i.e.
Z(t)-62=_ Z;(t) 07 =0 (208)

heiBt D’Alembert’sches Prinzip (”4. Newtonsches Gesetz”).

Bedeutung;:

Z;(t) - 6F, = [Arbeit], d.h. Zwangskréfte verrichten keine (virtuelle) Arbeit
entlang virtueller Verriickungen.

Lassen sich die Kréfte durch ein Potential ableiten, so gilt zusammenfassend (und
allgemein zeitabhingig):
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Lagrange-Gleichungen 1. Art

S

mi;(t) = =V, U(r(t),...,ry(t),t)) + Z Aa(O)ViFu(ri(t), ..., rn(t))

a=1

Fo(ri(t),...,rn(t)) =0, a=1,...,s

3N + s Gleichungen fiir r(t),...,7n(t), A1(t), ..., As(¢)

Technisch sehr wichtig

7.1.1 A worked example
e Betrachte
— 2 Massenpunkte, starr verbunden mit Abstand [

— Massenpunkt 1 kann sich nur entlang x-Achse bewegen

— Betrachte nur Bewegung in zy-Ebene

Y AN Ao
Zy
—q, —>
> x
1 A
21,2
qz
2
22
2

Zwei Massenpunkte sind starr durch eine Stange der

Linge / verbunden. Massenpunkt 1 kann sich auf der x-Achse
bewegen. Die Richtung der Zwangskrafte und die verallgemeinerten
Koordinaten sind dargestellt

e Mit Koordinaten

™= (v1,91), 7y = (22,92)
lauten Zwangsbedingungen

Fi=y1=0, F2:(I1—I2)2+(y1—y2)2—l2:0

o Zwangskrafte:

- o 0
Zy = (a—xl,a—yl) (/\1F1+)\2F2)

= (2Xa(z1 — 22), A1 +2X2(y1 — 12))
- o 0

= [ =—, = F F
Zy (81‘2’ (91/2) (A Fy + Ao Fy)

= (_2/\2(551 - $2)7 —2A2(y1 - yz))

63

(209)

(210)



Vereinfachung durch Koordinaten: (x1,¢)

Dann
T =21, Y1=1Y1, Ty=x1+Ising, y,=—lcosp (215)
und Zwangskréfte:
7, = (=22l sinp, Ay + 2X5l cos o) (216)
= (0, A1) — 2X2l(sin ¢, — cos p) (217)
Zy = 2Xol(sinp, —cos ) (218)

e Interpretation:

— Z;-Beitrag (0, A1) in y-Richtung hélt Teilchen auf z-Achse.
— Zweiter Z;-Beitrag ist entgegengesetzt gleich zu Z,: Halt Abstand

Beachte
Zg = — Loy, Zow| 29y = —tan g (219)
e Lagrange Gleichungen 1. Art
miry = mig+ 2 (220)
moty = mag+ Zo (221)

mit Zwangsbedingungen:
Fi=y=0, F=@—-2)’+@W—w)?-1F=0 (222)
damit losbar.
Losung:

e Bewegungsgleichungen

mlfij = le (223)
mijy = Ziy —mig (224)
mg.i'g = ng (225)
Mmaljs = Zzy — Mag (226)

Durch z; und ¢ ausgedriickt
mlil = le (227)
myj+mg = Zy (228)
mo(i1 +1pcosp — Q% sing) = Zy, (229)
ma(lpsing +1p° cosp+g) = Zay, (230)

Es gilt

le = —ng, ng/Zgy = —tangp (231)

Multipliziere Gl. (229) mit cos ¢ und Gl. (230) mit sin ¢ und addiere, ergibt

Z1cosp+1lp+gsingp =0 (232)
Addition von Gl. (227) und Gl. (229)
(my + ma)i1 = mal(p? sin p — ¢ cos p) (233)

64



Einfacherer Weg: Lagrange-Methode 2. Art

e Erinnere
T =21, Y1=Y1, T2=2x1+Ilsing, ys=—lcosy (234)
Virtuelle Verrtickungen:
ory ory ory O’ )
L —1o0). =2 =(0.0). == =(1.0). ==—=1 " (235
G= 0y GE= 0GR =10 T2 = leospsing) (235)
Multipliziere Bewegungsgleichungen mit virtuellen Verrtickungen g? und ‘gz:
Mit
= 0
Fg, = ( —mig ) (236)
- 0 = 0rn
P = [ —— 237
i 81:1 & 8x1 ( )
- 0r = 0r
S = B = 238
mi 52 N (238)
- Oy = 0
ry s — = Fg, - — 239
et 0xy “ " Ory (239)
- O = 0r
2 = . .= 240
maTa B G2 Do (240)
Addiere Gl. (237) und Gl. (239) :
- 0 - Ory = 0y = 07
Lt i L L2 241
i 0:701 +mat 8x1 G1 8x1 + G2 (%1 ( )
ergibt:
mli’l + mgfi'g =0 (242)
mit
T =21 +1sing (243)
folgt G1. (233)
(my + ma)iy = mal(¢? sin p — @ cos ) (244)
Entsprechend (ohne Vektorpfeile) addiere Gl. (238) und Gl. (240) :
67’1 .. 87’2 87"1 67’2
C— —==Fg, - —+ Fg,  — 245
miry 90 + mars 90 G1 Do + I, D (245)
ergibt
Maole COS © + Maljs Sin Y = —mag sin p (246)
mit
To = x1 + [sin p, Yo = —lcosy
folgt

My cos (i1 + 1@ cos o — [p? sin ) + mg sin (g + IGsin @ + [P cosp) = 0

Ergibt Gl. (232)
Zycosp+ 1o+ gsinp =0

Technisch einfacher und eleganter als Lagrange 1. Art
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e Nichtlineares System: Betrachte kleine und langsame Auslenkungen in ¢

sinp = (247)
cosp ~ 1 (248)
* vernachlassigen (249)
Damit
1 +1lp+gp=0 (250)
(m1 + m2>li1 + mglgp =0 (251)
G1.(250) nach & aufgeldst, in G1.(251) eingesetzt, Terme sortiert, ergibt:
. my+m
90+( ! 2)2¢:0 (252)
mi )
e Das bedeutet:
0 .. 2 Mi+myyg
o(t) = ¢  cos(w(t —ty)), mitw*=—""-—-5= (253)
mq {
mgl 0
) = ——— t—1 t 254
1(t) R cos(w(t — to)) + ap + ay (254)
e Interpretation:
— Pendel schwingt mit veranderter Frequenz
— Aufhangepunkt schwingt mit dieser Frequenz
— Fiir my; — oo wird es wie erwartet, i.e. 1(t) = ag + ait, w? = g/I

7.2 Lagrange Gleichungen 2. Art
Idee Lagrange 2. Art: ”Projiziere die Bewegungsgleichung auf die Flache”
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e Lagrange 1. Art

= ]2

e Lagrange 2. Art

Nutze aus, dass gilt

Multipliziere Bewegungsgleichung mit Tangentialvektor, projiziert Bewegungs-
gleichung auf Zwangsbedingung, eliminiert Zwangskraft

Formalisierung:

e Der Einfachheit halber: holonome Zwangsbedingungen

Der allgemeine Fall ist nicht-einsichtsreich komplizierter, kommt unten

e Fiihre geeignete Koordinaten auf s-dimensionaler Zwangsbedindungsmannig-

faltigkeit M ein:

7= (q1,---,45), f=3N —s f Anzahl der Freiheitsgrade

Dann:
T, = Ti(q7 t)

Zwangsbedingungen F,(z(t)) = 0 automatisch erfiillt.

e Betrachte Potentiale statt Krafte

Allgemeine Formulierung der Bewegungsgleichung im Konfigurationsraum z

p=-VU(z)+Z

Multipliziere mit Tangentialvektor g—j
J

0z 0z 0z
—.p = ———.VU(z + —.
an Z_) 8qj _ (_) 8qj
0
= ——U(z
90 (z(9))

Rechte Seite hiibsch, mit generalisierten Kraft —B%_U (z(9))

e Wir werden jetzt zeigen, dass fiir die linke Seite gilt:

8qj - S aqj v dtan

Mit der kinetischen Energie T’
1 .
T = B Zmﬂ:f =T(q,q)
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e AbD jetzt Vektorpfeile unterdriickt und zurtick zu r; Formulierung
e Vorarbeiten

— Betrachte Zeitableitung von r;:

67‘1 ) arz ) )
— Z - ri(Qa q, t)

Partielle Ableitung nach ¢; ergibt

L= 260
dq;  9g; (260)
— Ableitungen der kinetischen Energie

or;

m;r; - 261

0 " Z 5, (261)
or;

m;T; - — 262

afb 22: d4; (262)

Beweis

e Es gilt, geschickt die Null addiert:

. . Ory . donr
aqj‘_ Zmn <Zmz T>—Zi:mﬂ’z"£a; (263)

e Beachte:

— Vergleiche zweiten Term in Gl. (263) mit den rechten Seiten von Gln. (261,
262). Bis auf ein paar Punkte sieht das schon ganz gut aus :-) Hat aber
ontologisch vollig verschiedenen Urspriinge !

— Partielle Ableitungen im zweiten Term in Gl. (263) kommen von Projek-
tion auf Zwangsbedingungen.

— Partielle Ableitungen in Gln. (261, 262) kommen aus der Kettenregel.

Ferner gilt
S = 264

Erinnere Gl. (260)

i 265
dq;  0q; (265)
e Einsetzen von Gln. (265, 264) in Gl. (263) ergibt mit Gln. (261, 262):
d or; or; dor oOT
i = v — i m— = —=— — = (2
Z M By dt (; e 5%‘) ; T g~ dtog; oy (260)

Beachte:

68



— Im vorherigen Beipiel hatten wir die Bewegungsgleichungen in Euklidi-

schen Koordinaten explizit auf die Zwangsbedingung projeziert, siehe
Gl (237) bis Gl. (240), linke Seite von Gl. (266)

— Rechte Seite von Gl. (266) sagt, dass man stattdessen (nur) Ableitun-
gen der kinetischen Energie in den natiirlichen Koordinaten auszurechnen
braucht.

— Das ist tief | Und sehr praktisch :-)

e Gl (257): Linke Seite = rechte Seite
- - — (267)
Das legt nahe eine Grofie

L=T-U (268)

einzufihren

f Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir die ¢;(¢): Lagrange-Gleichungen 2. Art

S - =0,  j=1,...f (269)

mit Lagrange-Funktion

L(Ql? -4y, q17 SR Qf7t) - T(q17 <-4y, 417 - gy, t) - U(QIJ SR ,Qf,t) (270)
Gegeben T und U ist Lagrange-Funktion bekannt.

Wichtig:

e Keine Krifte in R*Y oder R mehr, ...

e ... sondern skalare Energien

= Sehr viel einfacher zu berechnen

Liegen keine Zwangskréfte vor, so konnen ¢; auch kartesische Koordinaten sein

L(7), . PNy e TN = %Zm# —UR,...,7x) (271)
e Dann ist d oL P )
%0_7’; = %mﬂ:} = m;T; (272)
und oL  oU
o= o (273)
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e Somit sind Lagrange-Gleichungen
— =0 (274)

identisch mit Newtonscher Bewegungsgleichung

o
i

—

m;r; =

(275)

7.2.1 Energieerhaltung

e Im allgemeinen kann Lagrange-Funktion auch explizit von der Zeit abhangen

L= L(q,q,t) (276)

e Betrachte folgene Zeitableitungen

d oL . Z d oL oL .
dt &~ 0g," ~ Z\dtog) " &0, "
f !
oL . oL
=1 =1
f /
dL oL oL oL
" 2ot gt (277)
e Differenz ergibt:
/
d oL 0L
- —¢—L|=—— 278
dt (; ;! > ot (278)
Folgt Erhaltungssatz:
oL L oL
Wenn i 0 dann ; 8_1% — L erhalten (279)
e Hingen Zwangsbedingungen nicht von Zeit ab, gilt
fo= S0 G g, d) (280)
. gk
Kinetische Energie in kartesischen Koordinaten:
T(i) = L. (281)
2 Z

7i(q, 4) eingesetzt
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/
T(q.q) = Z % me1(q)Grde (282)

k,l
und damit Y '
Zzl 05,0 = 2 950 = 2T (283)
e Somit folgt
zf:g—iqi—L:2T—(T—U):E (284)

Hangt Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit ab, ist die Energie erhalten.

7.2.2 Kanonisch konjugierte oder verallgemeinerte Impulse und zyklis-
che Koordinaten

Definition:

e Die Groflen
oL

i = A 285
=g (285)
heiflen kanonisch konjugierte oder verallgemeinerte Impulse.
e Motivation:
Fir . oL
L=-mi — U(r) folgt p=—=mr (286)
2 or
e Wird bei Hamiltonscher Mechanik, Kapitel 11 zentral
e Koordinate ¢;, von der L nicht abhangt, heifit zyklisch.
Wegen
d oL OL
Sl (287)
dt 9¢;  0g;
gilt

Der verallgemeinerte Impuls einer zyklischen Koordinate ist erhalten

Das ist in der Newtonschen Mechanik so nicht moglich.
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Lessons learned:

Zwangsbedingungen lassen sich durch Newton schwer behandeln

Lagrange 1. Art: Integriere Zwangskrafte in Newtonsche Bewegungsgleichungen
Lagrange 2. Art: Projiziere Bewegungsgleichungen auf Zwangsbedingungen
Fiihrt zu Lagrangefunktion und Lagrangeschen Bewegungsgleichungen
Lagrange 2. Art rechnet mit Energie statt mit Kréaften

Héngt die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit ab, ist die Energie erhalten

Hangt die Lagrangefunktion von einer Koordinate nicht ab, so heisst diese zyk-
lisch, und der zugehorige kanonisch konjugierte Impuls ist erhalten.

8

8.1

12 23

Anwendungen

Newton revisited

Beispiel:
Néaherungen analog Kapitel 4 Lineare Schwingungen

Lagrange-Funktion:

f
L(q,q) = %Zgij(qmiqj —U(q) (288)

Punkt ¢° heiit Gleichgewichtspunkt, wenn die (triviale) Bahnkurve ¢(t) = ¢",

4(t) = 0 Losung der Bewegungsgleichungen ist

Es gilt

qo Gleichgewichtspunkt, genau dann wenn

oU
aQi q°

=0 (289)

Begriindung:
Lagrange-Gleichungen:

4oT T oU _
dtdg; Oq  O0q

(290)
Fir ¢(t) = 0, da 0T'/0¢; und 0T /Jq; noch von ¢; abhéngen, bleibt nur die
Behauptung

In Nihe des Gleichgewichtes: ¢; = ¢° +n;
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e Dann

oU
i qu
1 0*U 3
5 d mq 7]i77j+0(77)

]

%)+ 5 Z Kijnin;
ij

Q

mit 20
ij = (291)
0q;0q; q°
e Analog mit ¢; = 7); in quadratischer Naherung
1 / /
3 Z mi(4)Gid; =~ Z mi;(q°) i = Z M;jmin; (292)
ij ij
e Damit Lagrange-Funktion des ”quadratisierten” Systems:
Z sznzn] 137]17]] (293>
mit Bewegungsgleichung
f
J
Normalkoordinaten:
1 /
= 5 > Mgl — Kijnin; = Z Q2 — wa Q2 (295)
ij

e Jedes Newton-Problem ist in Lagrange formulierbar.

8.2 Lagrange 1. vs. 2. Art: Schiefe Ebene

Y Mg

Lagrange 1. Art
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e Zwangsbedingung:

F(z,y) =xsina —ycosa =0 (296)
Zwangskraft
7 = \VF =\ ( s ) (297)
— cos
Lagrange Gleichungen 1. Art
mr = —mgé, + A\VF (298)
In Komponenten:
mi = Asina
my = —mg— Acosa
e Elimination von \°
Zweifache Differentiation von F(x,y) nach der Zeit
Zsina —jcosa =0 (299)
Multiplikation mit m
misina —mijcosa =0 (300)
Einsetzen der Bewegungsgleichungen
Asin® a +mgcosa + Acos®> a = 0 (301)
Ergibt
A = —mgcosa (302)
e In Bewegungsgleichung eingesetzt:
mi = —mgcosasina
mij = —mg+mgcos’a = —mgsin®
e Losung
1, ,
x(t) = —Egt cosasina + ait + as
1
y(t) = —§gt2 sin® o + byt + by
Zwangskraft:
Z = A\VF = —mg cosa ( A ) : |Z| = mgcosa (303)
— cos
Mit
z(t) = s(t)cosa
y(t) = s(t)sina
Bewegung auf der Ebene
1
s(t) = —Egt2 sin o + vot + o (304)

STypischer Trick neben den geometrischen Uberlegungen in Kap. 7.1.1 A worked example
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Lagrange 2. Art
e Wahle s als verallgemeinerte Koordinate
x(t) = s(t)cosa  y(t) = s(t)sina
e Aus .
T = §m(jc2 +9%) und U =mgy

folgt

1
L(s,$)=T—-U = éméQ — mgssin a

e Lagrange-Gleichung
doL 0L

aios os Y

gibt Bewegungsgleichung
ms = —mgsina

e [osung

1, .
s(t) = —Egt sin a + vot + 50
e Da L nicht explizit von Zeit abhangt, gilt Energieerhaltung

1
E=T+U= §m$2(t) + mgs(t) sina = const

8.3 Das spharische Pendel

e Mathematisches Pendel in 3 Dimensionen mit 7 = (z,y, 2)

e Kugelkoordinaten:

xr = rsinfcosyp
= rsinfsinp
z = —rcosf
= —
S ~ BT, g
—_— e "

Zwangsbedingung: r = [, ¥ = 7(6, )
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e Zeitableitung

0 cos 0 cos p — psin fsin ¢

7=l 9005(9s1n<;_>+<,bsin9(:osgo (312)
fsin 6
Damit:
22042 | 2 a2
7 =17(6" + $"sin” 0) (313)
Folglich:
1 .
L=T-U= iml2(92 + ¢?sin*0) — mgl(1 — cos ) (314)
Bewegungsgleichung fiir 6
d oL OL
4oL db 1
dt pg 00 (315)
mi%(6 — ¢? sin f cos 0) + mglsinf = 0 (316)
e Bewegungsgleichung fiir ¢
doL d, .. . 4
— = _ = = 1
Gos (ml“psin® @) = 0, (317)

¢ zyklisch, da L nicht von ¢ abhangt.

Es folgt: Der kanonisch konjugierte Impuls
p, = ml*psin’® @ (318)
ist erhaltene Grofle.

Ergibt Erstes Integral fiir .

o Interpretation p,:

Betrachte z-Komponente des Drehimpulses:

= mi?(sin 6 cos p(6 cos B sin o + ¢ sin 6 cos ) — sin A sin (6 cos O cos ¢ — Hsin Osin @)
= ml*psin® 6

= p‘P

Anschauung: Auf z-Komponente des Drehimpulses kann Gravitation kein
Drehmoment ausiiben
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e Setze )
@2 — Lz
m2[4sin* 6

in Bewegungsgleichung fiir 6, Gl. (316), ein:

. 12
mil?h — mcosﬁ + mglsinf =0
Multipliziere mit 6
d (1 55 L? _
£<§ml«9 +m—m9lc089)—0

e Andererseits Energie
1 .
E=T+U= §m12(02 + @?sin® ) + mgl(1 — cos )

Fiir den zweiten Term wiederum Gl. (319) einsetzen, ergibt

1 : L?
E=T+U=-mlP*+ ——=— I(1—cosf
+ 5™ + 52 SinZ 0 + mgl(1 — cosf)
Also Energie erhalten.
Ergibt Erstes Integral fiir 6.
Losung der Bewegungsgleichungen:
e Déja vu Zwei-Korper-Problem
e Berechne 6(t) aus Gl. (323)
e Berechne p(t) aus Gl. (318)
e Ist aber sehr technisch
Qualitative Diskussion:
e Effektives Potential
L2
E=T+U.;y, Uerp(0) = —=—=—— — mygl(1 — cos
+ Uesy 11(0) = 5wy — myl(l — cos0)

e-Einfluf} iiber L,

Uets (B)

Eq \\/

91 92 TB/2 T 5]

Darstellung von U, () fiir verschiedene L,. Das Mini-
mum liegt bei 6-Werten kleiner n/2. Bei vorgegebenem Eyund L, +0
kann 0 zwischen 6, und 6, oszillieren
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o L,#0

Uesr(0) singulér fir 6 =0 und 0 =

Minimum: 6y < /2

0 oszilliert zwischen 6; und 6,

Minimales F bei gegebenem L, # 0: Kreisbewegung mit 6 = 6, und
Winkelgeschwindigkeit

: L,
¢ =

o Ist L, =0, so ¢ =0 = ebenes Pendel

Ubung: Jojo

8.4 Foucault’sches Pendel

e Betrachte Pendel in erdfestem (Nicht-Inertial) System: Foucault’sches Pendel
(Panthéon, Paris, 1851)

—_— T — ——

ol

Das Foucaultsche Pendel. Der
Bezugspunkt Ojp sei in der Ruhelage des

Pendels

e Scheinkrafte revisited, Kapitel 5

ml? sin® 6,

r=r4+wxr

7;2

Letzter Term o< w? klein: vernachlissigen

e Lagrange Funktion (alle Striche unterdriickt)

mit

1

L= -mv*+mv(wxr)—U(r)

2

U(r) =—mg -

78

=0 20w x '+ (w x 1)?

77‘

(325)

(326)

(327)

(328)

6. Do. 20
13 23



e Mit
7= (z,y,z2)

und Ursprung in der Ruhelage des Pendels folgt Lagrange-Funktion:

(329)

1
L= -m(i® + 9 + %) + mw, (yz — 29) + mw, (28 — 22) + mw, (v — y&) — mgz

2

o Mit
{E2+y2+(2—l)2:l2

Auflésen nach z, folgt mit Taylorentwicklung der Wurzel

z = l—/1?—a%—9?
x? + 92

= 1-}j1-—

1
Taylorentwicklung: v1 —u=1—-u+...

x2+y2
= l—l(l— 502 ~|—>

x2—|—y2 1’4 1’4
= T +0(z—s>+0(z—s

)

2

(330)

(331)

(332)
(333)
(334)

(335)

(336)

e Sehr langes Pendel im Verhéltnis zur Auslenkung in x und y : vernachlassige

1'4 y4
BB

und Terme hoherer Ordnung

(337)

z, resp. z ist klein im Verhéltnis zu x und y, resp. & und g, vernachassige

Terme

22

%, zy, z2T, 2y, Zx

(338)

e Ergibt fiir Lagrangian, um diese iibliche Bezeichnung auch mal einzufiihren

1

L= —m(&* + 9*) + mw,(2y — yi) —

2

e Lagrange Gleichungen geben Bewegungsgleichungen fiir x & y:

. . . g
mI — mw,y — mw,y + mjx

my + mw,T + mw, + m%y

oder

i—zwzy+%x ~- 0

jj—i—2wzx'—|—%y ~- 0

Setze u = x + iy
u+2¢wzu+%u=0

Beachte: 2iw,u kein Reibungsterm, da komplex
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m

g
50 (z* + y°)

0

0

(339)
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e Erinnere Kapitel 4 Lineare Schwingungen

Exponentialansatz: u = e™*

e Ergibt:
—IJQ—QWZV—F%:O
oder
2, Y
V——Wziﬁ/wz‘i‘j
oDaw§<<%
v=—wkyful+ T = —w ke, 0=4/7
also:

u(t) = e ! (cre™ + coe” ™)
c1, co aus Anfangsbedingungen
Interpretation:
e Fiir w, = 0, ergabe das einfache, ebene Schwingung
e Mit w, # 0 dreht sich Schwingungsebene

e Ablenkung auf Nordhalbkugel immer nach rechts

Die Bahnen des Foucaultschen Pendels (schematisch).

Das Pendel wird auf der Nordhalbkugel durch die Corioliskraft stets
nach rechts abgelenkt. (a) Form der Bahnen, wenn das Pendel zur
Zeit t=t, ruht und aus dem oberen Totpunkt losgelassen wird. (b)
Form der Bahnen, wenn das Pendel zur Zeit 1 =1t, aus der Ruhelage
heraus angestoBen wird

o Stirke des Effekts: w, = & €3 = |w|sin (geographische Breite)
T=1 Tag/ sin (geographische Breite)
— Nordpol: Eine Drehung pro Tag
— Aquator: Kein Effekt
— Freiburg: Eine Drehung in 1.3 Tagen

— Mythos: Badewannenausfluss
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Lessons learned:
e Lagrange 2. Art erleichtert das Leben gegeniiber 1. Art
e Zyklische Variablen schenken uns Erhaltungsgrofien und Erste Integrale

e Foucaultsches Pendel (Paris, 1851) weist Erddrehung explizit nach

9 Der starre Korper

Bisher: Mechanik von Massenpunkten

Nicht angemessen, wenn Ausdehnung relevante Rolle spielt.

Beispiel: Rollendes Rad

(Weniger) idealisertes System: Der starre Korper

Erst einmal: Starrer Korper = N Punktteilchen

Starrer Korper: Holonom-skleronome Zwangbedingungen:

7 =75 = Cyy =0 (345)

9.1 Kinematik

Konfigurationsraum:
e Korperfestes Koordinatensystem

— Wihle Punkt Op im Korper, kluge Punkte: Schwerpunkt, Kreisel:
FuBBpunkt

— Verankere dort orthonormales Koordinatensystem (€, €, €3)

— Punkt X des Korpers:

OpX =b=> b (346)

— b; = 0 wegen Starrheit des Korpers
e Inertialsystem

— Ursprung O
— Orthonormales Koordinatensystem (711, 7ia, 73)

- Sei E: 053
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DL

-

0 Ny

Raumfestes Inertialsystem und koérperfestes System mit
den Basisvektoren e, , e,, e;

Damit . .
OX =:7(t) =R+ bii(t) (347)

Driicke €;(t) durch 7; aus

€i(t) = 3 Dji(t) (348)

Somit

b(t) =Y biéi(t) = > i;Dji(t)b; (349)
i ij
Lage des starren Korpers gegeben durch:
e Ortsvektor R(t)
e Drehung D(t), die 7i; in €;(t) tiberfiihrt
Eigenschaften von Drehmatrizen
e DDT=D'D=1,D!'=DT
e det D = 1: Volumenerhaltend

Parametrisierung der Drehung, die 7i; in €;(t) tiberfiihrt.

z-Achse z-Achse z-Achss

o w-Achse

-Achss

Drehung um e z-Achse Drehung um die x'-Achsa Drehung um die 2'-Achse

ye-Achse

X Achse

w-Achse x'-fehse ¥-Achse ¥ -Achse w-fchse x-Achsa

FReiburg EUler Winkel Demonstrations Apparat (FREUWDA)
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(i) Drehung um 73 um Winkel ¢ € [0, 27)
Zugehorige Drehmatrix R;’i

m= ) mil(e) (350)

ny = COSp N+ sinp ng

! .
Ny = —SINY N+ CosSp Ng
ny = ng

Ergo:

cosyp —sing 0
R¥p)=| sinp cosp 0 (351)
0 0 1

Check: RPR¥ =1, det R* =1
(ii) Drehung um 7} um Winkel 6 € (0, )
1 0 0

R @) =1 0 cos® —sind (352)
0 sinf cosf

(iii) Drehung um 774 um Winkel ¢ € (0,27) mit R3(¢))
Zusammengefaflt:

= ZmR Rk] an T4 9070 1/} (353)

rkj

Diese Winkel ¢, 8,1, die jede Drehung parametrisieren, heiflen Eulersche Winkel

e Natiirlich alles zeitabhangig

e Geschwindigkeit

F(t) = B(t) + S biéi(t) = B + 3 nyDyu(t)b, (355)

e Es existiert Winkelgeschwindigkeitsvektor €}(¢), so daB gilt

&i(t) = S3(1) x (1) (356)

Interpretation:
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e O gibt Richtung der Drehachse an

e || die Geschwindigkeit

4
Q

-

Qdt

ldbl=0dt b sina

Der Vektor 2 gibt die Richtung der Achse an, um die sich
der Punkt b momentan dreht und |$2| gibt die Winkelgeschwindig-
keit der Drehung an

In Eulerschen Winkeln ausgedriickt:

Q) = écos¢+gbsinﬁsin@/z
0, = —fsiny + psin 6 cos
Qs = 1+ pcosh

Beweis als Ubung

Der Konfigurationsraum

e Die Menge aller Drehungen bildet eine Gruppe, die mit SO(3) bezeichnet wird

SO(3): Speziell orthogonal im 3-dimensionalen.

”Unspeziell” wire mit Spiegelungen, heifit O(3)

e Der Konfigurationsraum M eines starren Korpers ist somit

9.2 Kinetische Energie & Tragheitstensoren

M = S0(3) x R?

Geschwindigkeit fiir Punkt ¢ des Korpers

F= R4y byéi =R+ by(@xe)=R+3xb,
J J

Damit kinetische Energie:

1 . 1 S o
1 Z 5,2 S o
= S omil 4y mB (G x b+

(357)

(358)

14 23



Mit

M = my,

S.M

B-(Gxb)=(Bx)-b

und o
(Q x b;)? = Q202 sina = Q202 (1 — cos® ) = D2 b2 — (
folgt
_ 52 72
_Zmlr 2MR + (B x Zmzb + = Zml (202 — (
1. Term

e Schwerpunktsbewegung
2. Term verschwindet, wenn

e Op im Schwerpunkt, wegen > . mibi =0
oder

e Korper in Op fixiert, da R=0. z.B. Fuipunkt Kreisel
3. Term

e Mit Tragheitstensor I,,,

Lo = mi(Gmn &) = by, bi,), mom=1,2,3 (363)

gilt

—Zmz

{Ol
@1

ZQ Lin§,  (364)

Argument:

— -

Damit folgt fiir kinetische Energie, Og im Schwerpunkt:

T = Ts+ T

1 52
TS - EMR

1
T'rot = EQm]ann

=,

Bei kontinuierlicher Massenverteilung mit Dichte p(b):

I, = / @b p(5) (8,nb® — bnby)
1%

Etwas abstrakter:
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(359)
(360)

(361)

(362)

0202 — (0 b)? ZQ%Z ZQ Db = D (Gnb® — biubn) 2 (365)
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e In

1
Trot = §lemn§2n, Einstein’sche Summenkonvention (367)
ist I,,, eine Bilinearform: V3 x V3 — R

Operator: 1($3, Q) — R

[ ]
e Anschaulich: Betrachte Matrix: Frifit zwei Vektoren, spuckt eine Zahl aus.
e Damit ]
Tror = 5I(Q, Q) (368)
7. Do. 20
Bemerkungen

(i) Erfolgt Drehung um feste Achse in Richtung Einheitsvektor 7, so ist
Q= Qi (369)

und damit . )
Tyor = 592ni1ijnj = 51692 (370)

I7: Tragheitsmoment des starren Korpers beztiglich Achse 7.

Tragheitstensor bestimmt also die Tragheitsmomente fiir alle moglichen
Achsen durch Op

(ii) Diagonalisierung:

— Lineare Algebra: Jede symmetrische, positiv semi-definite Bilinearform
(Matrix) kann durch orthogonale Transformation diagonalisiert werden.

— Konkret:

Es existiert orthonormale Basis (€71, €3, €3) so dass

I(e;,¢;) = 0, fir i # j
I(e;,e;)) > 0

Vektoren €, heiflen Haupttragheitsachsen

— Geschickt: Identifiziere korperfeste Basis mit Haupttragheitsachsen.

Dann
L, 0 0
Ii; = 0 I, O (371)
0 0 I

— In der Regel: Symmetrie des Korpers legt Haupttragheitsachsen fest.

* Wenn Korper symmetrisch unter Spiegelung an Ebene mit Normalen-
vektor 77, so ist 7 eine Haupttragheitsachse und die anderen liegen in
Ebene.

x* Wenn Korper symmetrisch unter Drehungen um  Achse
fi’, so ist 7’ Haupttragheitsachse und die beiden anderen

Haupttragheitsmomente sind gleich.
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Tragheitstensor homogene Kugel, Dichte p, Radius R
Erinnere

Lo = / b p(5) (BB — byby) (372)
14
Iy = Zm, 2 +02) / @b p(B) (0% + 12) (373)
14

Fiir Kugel: Kugelkoordlnaten d®b = dV = r?sin Odrdfdy

Iy + 1+ 133 = 3L
2 ™
= / / / 7% sin Odrdfdep(2b3 + 2b3 + 2b3)
T =0 J6=0

R
= 47rp/ drr?(2b% + 203 + 2b3)
0

R
8
= 87rp/ drrt = —WpR5
0 )
Also mit Kugelmasse M = 3mpR?
8 2
L=I=1I= %;}Rf’ = MR (374)

Ubung: Tragheitstensoren ausrechnen

9.3 Drehimpuls, Eulersche Kreiselgleichungen, freier sym-
metrischer Kreisel

e Betrachte Drehimpuls beziiglich korperfestem Bezugspunkt Op
= Z €5 (6) LinS i (t) Z L;(t)e;(t)
J

Ergo:
Li=> I  oder L =IG (375)
k

e Drehimpuls L ist lineare Funktion der Winkelgeschwindigkeit O
e Wenn korperfeste Basis €; gleich Haupttragheitsachsen:

Li=I1%% 1=123 keine Summation (376)
e Bewegungsgleichungen:

p— Fu [ _ iu (377)

Gelten, wenn sich innere Kréfte herausheben. Ist der Fall, da innere Krafte
Zwangskrafte.
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o Mit L =3, IS%(t)&(t) und N = 3, N;&(t) folgt
Lt) = ZIZ,CQ,c &(t) + Z L Q% (1)
= leka &(t) + Z Liu(t) (2 x &(t) = Y Niéi(t)

Multipliziere mit €(t)
N; = Lg% (t) + LinS2%Qmemis (378)

e Ist ;;, diagonal, folgen die

Eulerschen Kreiselgleichungen fiir €;(¢) :

N, = ]191 + (I3 — 15)Q238
N2 — IQQQ + (Il — 13)9193
Ny = Qs+ (I — )2

Speziallfall: Freier symmetrischer Kreisel

I; = I, 3-Achse heifit Figurenachse

e Fulersche Kreiselgleichungen:

L—1

1

Ql-i-AQQ:O, Qg—Aleo Q3:0, mltA:

0y (379)

Es folgt durch Ableiten der ersten Gleichung und Einsetzen der zweiten
Ql -|— AQQ == 0

0y — AQ, 0
Ql + AQQl - O

Ergibt:
Q; = Bcos At, 2y = Bsin At (380)

Heif3t Prazession
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- - “Hutationskegel =~

..

e Wenn Drehimpuls parallel zur Figurenachse, passiert nichts.

Ein kleiner Stoss sorgt fiir action

Praktische Auswirkungen, E-Autoreifen

e statische Unwucht: Schwerpunkt nicht auf Drehachse

dynamische Unwucht: Drehung nicht um Haupttragheitsachse

9.4 Bewegungsgleichungen fiir Eulersche Winkel
Aus kinetischer Rotationsenergie

1
T'rot - 59111]93

und Abhéangigkeit der 2; von Eulerwinkeln:
QO = fcosy+ psinfsiny

Qs —fsiny + psin b cos
Qs = 1+ pcosh

folgt sofort

(381)

Lagrangefunktion fiir Euler-Winkel im korperfesten Hauptachsensystem
L = L(R),Q,e,d],@,é,'@/]) =T-U
1 .
— 5]1(0 cos ) + ¢sinfsinh)? +

%Iz(—é sin + ¢ sin 6 cos)? + %I?,w + pcosh)? — U(]%, ©,0,1)

9.5 Der schwere Kreisel

Schwerer Kreisel:
e Symmetrischer Kreisel im Schwerefeld der Erde

e [, = I, e3 Figurenachse
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e Ursprung O’ im kérperfesten System: Spitze des Kreisels, fest im raumfesten
System

- raumfest Der schwere
symmetrische Kreisel

raumfest e

Bewegungsgleichung

e Fiir kinetische Energie folgt:

1_ . 1 .
T = 511(92 + ¢?sin?0) + 5I?,(w + ¢ cosf)?

e Gravitationkraft: 13Z =m;qJ
Winkel (73, €3) = 6

Damit

U = Mgl cos®, I =|R|

e Lagrange-Funktion:

L(0, 0,5, w) = 311(9'2 + ¢*sin® 6) + %Ig,(tb + ¢ cos)® — Mgl cos 6

(382)

(383)

(384)

e Lagrangefunktion hangt nicht von ¢ und ¢ ab = ¢ und ¢ sind
zyklische Koordinaten.

Dy

Py

Erhaltene Groflen:

oL ,

— =1 + pcosb

00 3(Y+ ¢ )

aL . 9 / .

8_gb = [1psin” 0 + I3(v) + ¢ cos ) cos b

Geometrische Interpretation:

— py Komponente von Lin & Richtung

— p, Komponente von L in i Richtung
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Erhaltene Groflen ergeben Erste Integrale:

Setze py in p, ein:

Py = Lipsin® 6 + py cos § (385)
ergibt
. Dy — Py COS O
= WP 386
v I, sin% 6 (386)
b= 2 peosd (387)
I3

e Energie £ = T + U ist erhaltene Grosse, da Lagrangefunktion nicht explizit
zeitabhangig.

1. 1 .
E = 511(02 + ¢?sin? 0) + 513(10 + ¢ cosf)? + Mgl cosf (388)

Ersetze ¢, ¢ aus Gln. (386, 387)

I - (pp — py cos 6)? pfb
E == L4 2 4+ Mglcos# 389
2 Ut T o smze Tap T M9tes (389)
oder I
E = 51 0% + U.;(0) (390)
mit ( )2 )
Py — Py cOS O Dy
- LR 1
Uesr(0) o7, s’ 0 + 51, + Mgl cost (391)

Gl. (390): Erstes Integral fiir 6

Das effektive
Potential als Funktion
des Winkels 6

Déja vu: Wieder ein ein-dimensionales Problem, erinnere Zwei-Korper Prob-
lem

e Vorgehen

— Bestimme 6(t) aus Gl. (390)
— Bestimme ¢(t) aus Gl. (386)
— Bestimme () aus Gl. (387)
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Exakte Berechnung méglich, aber kompliziert, darum

Qualitative Diskussion

e Neigungswinkel 6 oszilliert zwischen ¢, und 6,
e Drehmoment

N =Y bxmg=—Mglé;xiiz, L=N (392)

— Gravitation will Kreisel nach unten ziehen

— Aber Drehmoment wirkt in Richtung 7 x F x €3 X Tig

e Ergibt fiir Bewegung der Figurenachse drei Moglichkeiten:

a) Die Prizession
des schweren symmetrischen
Kreisels mit iiberlagerter Nu-

0 tation

e Drei Beitrage der Kreisel-Bewegung:

(i) Priizessionsbewegung” von L um Vertikale, beschrieben durch o(t)

(ii) Nutationsbewegung® der Figurenachse €3, beschrieben durch 60(t)
(iii) Rotation des Kreisels, beschrieben durch (t)

e Obin (a), (b), oder (c) vorliegt, hdngt davon ab, ob sich Vorzeichen von

_ 0
Po = Dy COS7 (393)

v I, sin% 6

wahrend Bewegung dndert. Hangt von py, p, und E ab.
(c) ist Grenzfall zwischen (a) und (b)

"praecedere: vorriicken
8nutare: nicken
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e Entspricht £ dem Minimum 6, von U.s(0), folgt:

— 0(t) = 0y = const
— Mit Gln. (386, 387): ¢, ¥ konstant

— Reguléare Prazession wie beim freien symmetrischen Kreisel

Erde hat Prazessionsperiode von 26.000 Jahre. Bad news fiir Astrologie: Sternze-
ichen haben sich seit Festlegung vor etwa 2000 Jahren um eins verschoben :-)

Lessons learned:

e Eulersche Winkel sind natiirliche Parametrisierung der Drehungen

Tréagheitstensor ist diagonalisierbar, definiert Haupttréagheitsachsen

Eulerschen Kreiselgleichungen fiir Q

Beim freien symmetrischen Kreisel prazedieren Drehachse O und Figurenachse
gleichformig um L

Schwerer Kreisel:

— Kreisel-Bewegungsgleichungen (leicht) aus Lagrange-Funktion abgeleitet
— Losung durch ein-dimensionale Probleme fiir 6, ¢, 1.

— Prézessions- und Nutationsbewegung.

8. Di. 20

10 Fur GenieflerInnen

10.1 Noethersches Theorem
Emmy Noether x 1882, 1 1935

e Erinnere zyklische Koordinaten:

Héangt Lagrange-Funktion nicht von Koordinate ¢; ab, so folgt fiir Lagrange-
Gleichungen:

doL 0L doL

— — = — =0 394
und der kanonisch konjugierte Impuls
oL
= 395
p‘h an ( )

ist erhalten.
e Beispiele:

— Sphirisches Pendel: ¢ zyklische Koordinate: z-Komponente des Drehim-
pulses erhalten
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— Schwerer Kreisel: ¢ & 1 zyklische Koordinaten: Projektionen von L
erhalten

e Betrachte spharisches Pendel

. 1 .
L(6,0,¢9) = §ml2(02 + ¢?sin*0) — mgl(1 — cos 0) (396)

Unabhéangigkeit der Lagrangefunktion von ¢ bedeutet Invarianz oder

Symmetrie der Lagrange-Funktion unter der Transformation: Drehung um
z-Achse.

e Der Zusammenhang zwischen Invarianzen unter Transformationen oder
Symmetrien und Erhaltungsséatzen gilt tiefer:

Noethersches Theorem:

Sei q(t) = (q1(t), ..., qs(t)) Losung der Lagrange-Gleichungen.

Ist Lagrange-Funktion invariant unter den Transformationen

d.h.
L(q(t, @), 4(¢, o)) = L(q(t),4(?)) (398)
so ist die Grofle ;
oL dq;
—T;, mitT7 = (399)
i1 (‘9(], 9o a=0
eine Erhaltungsgrofe.
Beweis:
e Sei durch
qg=q(t,a), q(t,0)=q(t), a€R (400)
Schar von Bahnkurven gegeben, so dass gilt
L(q(t, @), 4(t, o)) = L(q(t),4(¢)) (401)

e Ableitung nach «, an der Stelle @ = 0 ausgewertet. Da rechte Seite nicht von
« abhangt, folgt:

0

%L(Q(t, &)7 Q(t, O'/)) o = %L(Q(t)v Q<t>> o =0 (402)
e Explizit:
f .
Vo2 <3qi o 9 aa> By (403)
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0L 0g;
dt ( 0q; 804) | » (404)

f
da nun ¢(t) Losung der Lagrangeschen Bewegungsgleichung, folgt
/
oL 0g; d oL . Jg;
dt ( 04; m) T a (izl aq'f)‘ T ba [(405)
e Beweis Ende
Beispiel:
e Lagrange-Funktion in kartesischen Koordinaten
PN Ty Tay ooy ) (406)

L(T’l, oy ...,
e Sei L invariant unter Translation-Transformation

ri(t) = 7i(t, ) = 7 (t)+a€, Vi, mit € beliebiger, aber fester Einheitsvektor
(407)
,7n) nur von Differenzvektoren 7; —77

Ist z.B. der Fall, wenn Potential U(7,

abhangt.
1 .
:§ZmiF§—U(F1—Fg,...,ﬁ—ﬂ,...,FN,l—FN) (408)
wegen
ri(t, a) = m(t, o) = (7i(t) + ae) — (75(1) + ae) = 7i(t) — 75(t) (409)
e Hier (¢1,...,q7) = (71,...,7n)
ory(t, q
zo ko)), (410)
da | ,_o
und N
L . —
2 5 €= 2 mne=Pe (411)
— Or; -

ist erhaltene Grofle.

Da € beliebig, ist P erhalten.

Ist das System translationsinvariant, so ist der Gesamtimpuls erhalten

Wird Universum kein anders, wenn man es einen Meter nach oben verschiebt

=—> Gesamtimpuls des Universum erhalten
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e Gilt Invarianz nur fiir speziellen Vektor €y so ist nur ]350 Komponente von P
erhalten.

I:Jbung Drehinvarianz
Ubung Erhaltene Grofien bei schweren Kreisel
Etwas mehr Arbeit ergibt:

Aus Invarianz unter Zeitranslation folgt Energieerhaltung
Eine recht globale Aussage :-)

Wird Universum kein anders, wenn man es eine halbe Stunde spéter ablaufen 1aft
—> Gesamtenergie des Universum erhalten
Dimensionsbetrachtung;:

kgm
sec

e Translationsinvarianz im Raum = Impulserhaltung [zp] = m

e Translationsinvarianz in Zeit = Energieerhaltung [tE] = sec %

¢ Rotationsinvarianz = Drehimpulserhaltung [L] = kgm =

e Einheit jeweils kg;’f = [Wirkung]
Wirkung
e Wirkung ergibt sich auch bei

/ at’ Lig(t). d(t)) (412)

t

davon mehr im nachsten Unterkapitel 10.2 Hamiltonsches Prinzip

e Wirkung in Quantenmechanik:
Unscharferelation:

Sei Az;, Ap; die moglichen Messgenauigkeiten von Ort und Impuls, so gilt:

Der Zusammenhang ”Invarianz/Symmetrie — Erhaltungsgrofie” ist fundamental

Speziell Teilchenphysik

e Experimente legen Erhaltungsséatze nahe:

Elektrische Ladung, Baryonen-Ladung, Isospin, ...

e Spiefl umdrehen:
Konstruktionsrichtlinie fiir Theorien, die diese Erhaltungsgrofien liefern
miissen.

Erinnere Kepler-Problem:

e Erhaltungsgrofie Lenz-Runge Vektor

e Zugehorige Symmetrie: Drehgruppe im 4-dimensionalen
8. Do. 20

16 23
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10.2 Das Hamilton’sche Prinzip
10.2.1 Funktionale und Variationsrechnung
e Beispiel:
— Gegeben: Zwei Punkte (x1,y(z1)) und (z2,y(x2))

‘7(.)'(\."

&

— Frage: Was ist die kiirzeste Verbindung zwischen den Punkten ?

— Antwort: Grade Linie

e Bz z: Menge aller Bahnkurven ~: [t,t5] — RY, ¢t — Z(t) mit F(t,) = 74,
Z(ty) = T

e Funktional 7(v):

I(y) = / WF@EW.5#), () Ban o R (414)

t1

— Funktionen f(x) bilden Zahlen auf Zahlen ab
— Funktionale () bilden Funktionen auf Zahlen ab

to K
I(y) = / dt \/ :)3'2(75) Bogenlange (415)
31

Aufgabe der Variationsrechnung;:

Beispiel:

— Gegeben Anfangs- und Endwerte Z(t1) = 21, Z(ty) = 25
— Gegeben F(.,.) aus Problemstellung
Beispiel Bogenlange:
F(E(1) = V7 (1) (416)
— Ermittle Bahnkurve Z(t), die Funktional I(v) extremal macht.

— Analogie Differentialrechnung: Gegeben Funktion f(z), suche xy, das
f(z) extremal macht: f'(xg) =0

— Hier nicht Punkt xy, sondern Bahnkurve Z(t) gesucht

— Ab jetzt keine Vektorpfeile mehr
e Stetigkeit

— Bei Funktionen f(z):
f(z) stetig an xo, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass gilt

Aus |z —xo| < folgt [f(x) — f(zo)] <€ (417)
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— Fiir Funktionale
Sei 7(t) Bahnkurve mit 7j(¢;)= 7(t3) =0
I() stetig im ”Punkt” Bahnkurve x(t), wenn fiir jedes € > 0 ein 6 > 0
existiert, so dass gilt

Aus [lan(t)|| < folgt  |[I(z(t)+an(t)) —I(z(t))| <e Vn(t) (418)

mit Norm z.B.

lan(®)]| == max fan(t)] oder [[an(t)]] Z/thlan(t)l (419)

t<t<to "
ZEICHNUNG
e Differenzierbar:

— Bei Funktionen y(z): Differenzierbar an xy, wenn Grenzwert

lim f(z) — f(xo) _ df (o)

r—x0 T — 2o dl‘

= ['(z0) (420)

existiert
— I(7) differenzierbar im ”Punkt” Bahnkurve z(t)

o L@ +an@) ~Ia(t) A,
tiy O} o = L@ ) @21

I(a(t) + on(t) — 1(x(t)  dl
[lan(@)]] ld an(®)|

Aber Problem klar gestellt.

sind Vn(t) schwierige Terme

e Definiere
x(t, ) == z(t) + an(t), mit n(t) =n(t2) =0 (422)
und betrachte .
I(a) = / dt F(z(t, ), 2(t, o)) (423)
t1
Fur unten:
dx(t, a) dr(ty, o)  da(ts, )

do =), o o 0 (424)

e Bilde Variation 0/ von [, d.h. wie dndert sich I, wenn man mit « ein bisschen
an z(t) wackelt’

Mit i dde 126)
da  dt da
folgt
oI = /t dt (g]: Zi + %%Z—Z) da (427)

9Physiker-Beweis, kann man mathematisch hart machen
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e Nun 2. Term partiell integriert

2 OF d dx 2 d (OF\ dz OF dx|”
dt ——— = — dt — | =— ) —+ —— 42
/tl 9t dt da /t dt(@x’)da+8:tda . (428)
2. Term verschwindet, da 2 = 7(t) bei ¢; und ¢, verschwindet.
e Es folgt
b2 OF dOoF\ dx
ol = dt | — — —— | —d 429
/t1 (8:6 dt&is)da “ (429)
e Der Ausdruck
OF doF o do OF
L )= (- F = — 4
< Oxr dt Oz ) (83: dt (%) ox (430)
heifit Variationsableitung von F' nach x
e Infinitesimale Variation der Kurve z:
oz = ;Z—zda =nda (431)
Ergibt
2 (OF dOF
ol = dt (| — — ———19 432
/t1 ((’31: dt ax) ‘ (432)

e Nun das Argument:

— I(«) soll extremal werden.

— Das heifit, I(«) soll sich bei infinitesimalen Variationen dx der Kurve x
nicht andern.

— Soll dies V Variationen dx gelten, so muss Klammer in Gl. (432) verschwinden:

Es folgt: Eulersche Differentialgleichung der Variationsrechnung:

I(7) wird extremal, wenn

oF doF doF OF
or aror ~ % % gar " ar O (433)

e Beachte: Problem, dass es unendlich viele mégliche 7(t) gibt, ist geldst.
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10.2.2 Hamilton’sches Prinzip

Wiéhlt man fir F(x, %) die Lagrangefunktion L(q,q), so erhélt man die Lagrange-
gleichung

222 (434)

Daher nennt man Lagrange-Gleichung auch Euler-Lagrange Gleichung

e Wirkungsfunktional

o) = [ d o) (435)

t1

Wirkung, weil L(.) Dimension einer Energie, Zeitintegral dariiber hat Dimen-
sion einer Wirkung

e Teilchen bewegt sich so, dass die Wirkung extremal wird. Analyse der
2. Ableitung zeigt, dass Wirkung minimal wird.

Hamilton’sches Prinzip: Prinzip der kleinsten Wirkung

e System bewegt sich so, dass /(g) minimal wird

Dies entspricht den Lagrange-Gleichungen

Touch von Teleologie'®, da I(q) globale GroBe. ”als ob”-Beschreibung

Man zeigt leicht: Hamilton’sches Prinzip ist koordinatenunabhangig

Analog: Fermatschen Prinzip ”Licht nimmt seinen Weg immer so, dass es ihn
in der kiirzesten Zeit zuriicklegt”

I(x) = 1/552 dxn(z), n(.) Brechungsindex, [I] =1 (436)

CJx

10.2.3 Ein Beispiel

Der Kiirzeste Weg
y(x) Formulierung

d OF F
_dyoF doF (437)

Mit = :
vy dx oy  dx 0y

e Infinitesimales Stiickchen
ds®> = dz® + dy?, = ds=+/dx?+dy? = dz\/1+ v (z)? (438)

e Funktional )
x2
I(y) = / ds — / do /T4 (@) (439)
1 X1

Ogriech: télos: Ziel, logos: Lehre
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e Euler-Lagrange-Gleichung:

dor d  y(v)

— A S E— 440
dr oy dr /1 + y (x)? (440)
e Losung:
y'(x) = const, y=axr+0b (441)
Zusammenfassung

e Aufgabe der Variationsrechnung: Extremalisiere Funktional

I(z) = /t St Fa(t), #(1), 1) (442)

e Variationsrechnung fiihrt auf

OF  doF

e Ergibt, dass Lagrange-Gleichungen das Wirkungsfunktional

I(q) = / "t L), d(0). 1 (444)

t1

extremalisieren.

e Ableitung von Theorien aus Extremalprinzipien hat sich als sehr fruchtbar
erwiesen.

e Darstellung sehr kompakt: Bewegungsgleichung aus 67 =0

Ubung zu Extremalprinzipien: Brachistochronen-Problem

10.3 Mechanische Ahnlichkeit revisited
e Betrachte statt L(q, ¢) skalierte Version:

L'(¢,q) =vL(q,4), v€R (445)

e Bewegungsgleichungen

doL oL daL  dL (daL 8L)_O (446)

aoq " ag  Vaoq Vag\atoq o
Bewegungsgleichungen sind invariant unter Skalierung der Lagrange-Funktion
e Erinnere: Homogene Funktionen

e Annahme: U(q) sein homogen vom Grade k:
U(aq) = a*U(q) (447)
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e Betrachte Transformationen ¢} = aq; t' = ft

Dann folgt
q = d_q; — gq
Loody Bt
e Somit )
a . a | ! )
(0 50) =7 (5i) - Ulea) = 7@ - *Ul@) (@19
e Wahle
o2
E =aF,  oder f=a'F? (449)

dann resultiert eine Skalierung der Lagrange-Funktion

2

a . @ ) . :
L (ozq, Eq) = @L(q, ) =vL(¢,q) = L'(¢,9) (450)
und Bewegungsgleichungen bleiben mit Gl. (446) unveréndert.

e Beispiel: Gravitation
1 52 U AR
U Z k=-1, B= — 451
)2, Cp=an Do (1) (451)

Wieder 3. Keplersches Gesetz

10.4 Kanonisch konjugierter Impuls im magnetischen Falle

e Erinnere kanonisch konjugierten Impuls :

oL
= 452
P= % (452)
e Betrachte: Ladung in elektromagnetischem Feld
Lorentz-Kraft:
N L 1. -
FL:e(E+—rXB) (453)
c

Kommendes Semester: Es existieren Potentiale ¢(7,¢) und A(7,t), so dass:

B=VxA FE=-V¢p—-—A 454
<A 6o (154
e Mit Potential ' . ‘
c
folgt Lagrange-Funktion
1 -2 e - -
L:§mr —ep+-A-T (456)
c

7 Teil des Potentials wandert in den kinetischen Teil”

Genau umgekehrt zu den effektiven Potentialen bei 2-Korper-Problem und
Kreisel
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e Somit

Kanonisch konjugierter Impuls im magnetischen Falle:

_ 0L L€
p=—==mr+

- = 457
or (457)

Ql®

10.5 Uneindeutigkeit der Lagrange-Funktion
e Betrachte Funktion M (q) und sei

d oM
L'(q,q) = L(q,q) + —M(q) = L(q, q —q; 4
(¢,4) = L(a,4) + - M(q) (q,Q)Jrzi: o (458)
Wirkungsfunktional
to to
I / = / dt L+ M(g(ts)) — M(g(tr)) (459)
t1 t1
Bei der Variation werden die Randwerte festgehalten.
Daher fillt Beitrag von M (q) raus
e Bewegungsgleichungen:
doL oL d OL 0L d 0 0\ d
cor o S TR (29 ) D)
dt qu 8qk dt 8qk a(]k dt qu 8qk dt
doL oL d [ 0 oM . oM
= —7— 77—+t | 7 Z—C]i -5
dt O, Oy~ dt \ g, \ =~ 0Oy G,
_doL 0L
N dt 8qk 0qk
sind invariant.
e Beispiel: Harmonischer Oszillator
Lo 1 5,
L:T—U:§mq—§qu (460)
Betrachte M (q) = %
d ¢*
L'=L+ -2 =1 ] 461
2 +4qq (461)
Gibt die selben Bewegungsgleichungen.
e Ergo: Lagrange-Funktion ist keine physikalische Observable.
e Invarianz der Bewegungsgleichungen, d.h. der beobachtbaren Physik,

bei Anderung der Lagrange-Funktion, heift Eichinvarianz

Solche ” Anderungen” heiBen Eichtransformationen.

Wird in Elektrodynamik und Quantenmechanik wieder auftauchen
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Lessons learned:

Noether Theorem: Invarianzen/Symmetrien <= Erhaltungsgréfien

Hamiltonsches Prinzip: Prinzip der kleinsten Wirkung, leicht teleologisch, aber
sehr fruchtbar

Mechanische Ahnlichkeit gibt ohne jede Arbeit 3. Kepler Gesetz

Lagrange-Funktion keine physikalische Observable, sondern intellektuelle Lei-
stung

Generell: Lagrange-Formalismus: Von Behandlung von Zwangskréaften zur
eigenstandigen Theorie

Part 111
Hamilton’sche Mechanik

11

Grundlagen

Sir William Rowan Hamilton % 1805 1 1865

11.1 Von Lagrange zu Hamilton

11.1.1 Legendre-Transformation

e Allgemeines Verfahren zum Wechsel von unabhéangigen Variablen

e Sei f(x) hinreichend glatte Funktion mit d?f/dx?* # 0

e Definiere Legendre-Transformation £ der Funktion f(x)

cis@y = 80y

neue Variable u = 82@), xr = h(u) (462)
T

L(f(x)) = wh(u) = f(h(w) = (Lf)(u)

oder

9. Di. 20

of(z)
ox

(Lf)(u) =: g(u) = ux — f(z), x festgelegt aus u =

Wegen d?f/dz* # 0 eindeutig

Anschauliche Interpretation:

Eine Funktion kann durch f(z) beschrieben werden, = unabhéngige Variable.
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e Sie kann aber auch durch die Tangentensschar an f(x) beschrieben werden,
da die Einhiillende Tangentenschar die Funktion f(x) ist.

e Um die Tangentenschar festzulegen, braucht es die Steigung f’(x) und zum
Beispiel den jeweiligen y-Achsenabschnitt g(f'(x)).

e Damit ist die Steigung w = f’(x) die neue unabhingige Variable.

Y

'
'
'
'
'
'
'
/ !
z, o
— —f'(xo) s

e Es ergibt sich

flzo) = [f'(wo)(z0 — ) (464)
f'(@o)ws f(xo)zo — f(x0) (465)

f'(x¢)xs ist modulu Vorzeichen der y-Achsenabschnitt der Tangente

e Gehe von festem zg zu unabhéngiger Variable z, setze u = f’(x), so folgt
g9(u) = ux — f(z), (466)

e Damit u neue unabhangige Variable

e Legendre-Transformation = ” Beriithrungstransformation”
Mathematische Interpretation:

e Legendre-Transformation: Unabhéngige Variable z wird durch neue un-

. . _of
abhéngige Variable u = 3 ersetzt.

e Differentiell, das macht es klarer:

e Fiir Differential von f(z) gilt:

of

= — = 4
df axdx udzx, (467)
o Fiir g(u) gilt:
dg = @du = zdu (468)
97 5 T
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e Bilde Differential von wax:

d(uz) = xdu + udz (469)
Vergleich mit dg & df
d(uz) = dg + df (470)
e Also
dg = d(uz - f), (471)
und nach Integration
9(u) = ux — f(x) (472)
e Mehrdimensional fiir f(z,y)
g9(u,v) = ux + vy — f(z,y) (473)
e Einzelne Variable
9(z,v) = vy — f(z,y) (474)
o Mit
(Lf)(u) = g(u) = ux — f(z) (475)
folgt:

Legendre-Transformation ist involutorisch

LLI) = Lolu) = s — g(u)

= zu—uzr+ f(z) = f(z)
Das heifit: Zweimaliges Anwenden gibt den Ausgangspunkt zurtick.

11.1.2 Mit Legendre-Transformation von Lagrange zu Hamilton

e Mit Lagrange-Funktion L =T — U gelten Lagrange-Gleichungen

=22 (476)

e Verallgemeinerte, kanonisch-konjugierte Impulse:

L oL
P 94

= pi(q,q) p; entspricht v von Gl. (463), ¢; entspricht =  (477)

Lése analog zu Gl. (463) die Gl. (477) nach ¢ auf:
q=4q(q:p) (478)

e Definiere die Hamilton-Funktion als Legendre-Transformierte der Lagrange-Funktion
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H(q,p) = LL(q,q) (479)

konkret, mit q= (Qh s 7Qf)7 q: (q17 s 7Qf>7 p - (pla SR )pf>7 Di = gi

s
H(q,p) = Zpiq'@-(q,p) — L(q,4(q.p)) (480)

Kurzform
H(q,p) = pq(q,p) — L(q,4(q,p)) (481)

Beachte Gl. (481) entspricht genau Gl. (474)

e In kartesischen Koordinaten, wenn Krafte nicht von Geschwindigkeiten
abhangen mit:

L=—-mr*—U(r) (482)
p= G =mr, p=L (483)
m
folgt:

H(r,p) = pr(r,p)— L(r,7(r,p)
. (1]9_ _ U(r))

m 2m
1p2

= —— 4 U =T+ U
2mJr (r) *

e Anwendungen in der Statistischen Physik:

Analog zu Paarung (¢, p) gibt es in der Statistischen Physik Paarungen (p, V'),
(S,T) und (u, N), alle auch Einheit [Energie]

Verschiedene Energien in Abhangigkeit verschiedener Variablen

— Innere Energie: E(S,V,N)
— Enthalpie: H(S,p, N)
— Freie Enthalphie: G(T,p, N)

”Umschalten” mit Legendre-Transformation
9. Do. 20

18 23
11.2 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen sind dquivalent zu den

Hamiltonschen Bewegungsgleichungen:

. OH
¢ = Opi
. 0H
b= I
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e Beweis, eine Richtung, alle Vektorpfeile unterdriickt:

Aus Definition von H:

= " pidila,p) — L(g, (g, p)) (484)
folgt
OH d¢;  OL 8q’i) ) oL
_ + _ =g, da—=:p; 485
oy, ~ @) EE: ( Op; 04 0p, ) = gq, = p (489)
9qi OL Oq; OL
- - - =—— 486
3% Z '0q; 3% Z 9q; 0g; 9q; (486)
Aus Lagrange Gleichungen
oL d OL
e 4

e Beweis, andere Richtung:

Analog folgt aus nochmaliger Legrende-Transformation (remember: involu-

torisch) :
sz 4,4)d; — H(a,p(q,d)) (488)
Mit 9H
/i 489
“= 5 (489)
folgt
oL op; . OH Op; OH
Sl - == 490
aq; Z ag; Z opidg; g )
und
0H . d 0L 0L

B 491
og; 7T dtdg g (491)

Meditation tiber Hamilton

e System mit f Freiheitsgraden wird durch f Koordianten g,...,q; und f Im-
pulse py, ..., ps beschrieben.

e Anfangsbedingungen:
Statt G(to) und ¢(t,) bei Lagrange nun ¢(to) und p{(ty) bei Hamilton

e Beachte: In Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

oOH oH
li = ) = — 492
=g P 4, (492)
sind ¢; und p; sind symmetrisch eigenstandig
( Z ) bildet den Phasenraum (493)
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e Zustand im Phasenraum eindeutig und

Hamiltonsche Gleichungen induzieren Vektorfeld: ( Z )

Fir’s Gemit formaler:
e Lagrange:

— Konfigurationsraum der g € R3Y

— Bewegungsgleichungen: Differentialgleichungen 2. Ordnung
— Losung: q(t)

— Rolle von ()

% ¢(0) geht als Anfangsbedingung ein, hat dann aber seine Schuldigkeit
getan, denn ...
* (t),t > 0 ist abgeleitete'’ Grofie

e Hamilton

— Phasenraum (g, p) € R®Y

— Bewegungsgleichungen: Differentialgleichungen 1. Ordnung

_ Losung: (]‘igg >

— Rollen von ¢(t) und p(t) komplett gleichberechtigt.

11.2.1 Beipiel

Harmonischer Ostzillator, eine Dimension:

e Potential:

1
Ulg) = §mw2q2 (494)
Lagrange-Funktion:
: Loy 1 5,
Llg.q) =T = U= gm¢" — 5mw’q (495)

1\Wortspiel-Verdacht
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e Verallgemeinerter Impuls:

pi=gp =M =p/m (496)
e Hamilton = Legendre(Lagrange)
: 1 2 1 o5,
H(q,p) = L(L(g,q)) = q(p)p — L(g,4(p)) = q(p)p — (§mQ(p) - 5wy )

=—=—, p=——F—=— =-VU 497
Mit
p =mg (498)
erwartungsgemaf:
= —wq (499)

e Hamilton-Funktion ist hier identisch mit Energie, die erhalten ist.

p? L5
H=F=—"—+ —
o + 5w (500)
definiert Ellipsen mit Halbachsen:
-VE, b=v2mVE (501)
w
'}

r=4q, Yy=0p

11.2.2 Hamiltonfunktion, Energie und Erhaltungsgrofien
o Mit

H(q,p,t) Zqz ¢,p,t)pi — L(g,4(q.p, 1), 1) (502)
folgt
OH 3(]1 LG OL  OL
ot~ dg; 0t ot ot (503)
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e Mit Gl. (278) aus Kap. 7.2.1 Energieerhaltung bei Lagrange Formalismus

I
d oL . oL oL

folgt aus Definition von H

(505)

di _d (0L, \_ 9L _OH
at  dt 9 " I TRT

Ergo:

H nicht explizit zeitabhangig, d.h. zeittranslationsinvariant = H = const

e Hangt T nur quadratisch von ¢; ab, dann ist Hamiltonfunktion

H(q,p) =T(q,p) + Ulq) (506)
gleich der Energie

e Das ist bei holonom-skleronomen Systemen mit konservativen Kraften der Fall.

Folge: Man braucht Hamilton-Funktion nicht iiber Legendre-
Transformation der Lagrange-Funktion bestimmen, sondern einfach aus

H=T+U

e Zyklische Koordinate: Héngt H(q,p) nicht von ¢; ab, so gilt:

OH
B 0 folgt p; = const, Erhaltungsgrofie (507)
4i

11.3 Theorem von Liouville

e Betrachte Vektorfeld Z, das durch Hamiltonsche Gleichungen induziert wird.

q
r=1 . 508
( p ) (508)
und seine Divergenz

. 0 oOH 2 2
L i 2 o1 ’H  O0°H
V7= (1)Y= o). _ 92 0 (509
< ) (p) (a%) <——§IZ> 9qdp  9pdq (509)

Satz von Schwartz

SN

e Folgt:

In Hamiltonschen Systemen ist das Phasenraumvolumen ist erhalten.

e Diese Einsicht ist nur im Hamilton-Formalismus moglich.
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e Zwei Beispiele

Harmonischer Ostzillator gedampfter Harmonischer Oszillator
Hamiltonsches System kein Hamiltonsches System

1 {:} 8 Q 20
{? ?j' 1—3 !:l-i?ﬂ

i

&
1 Q =
14 Q %! {} -2 Q f:] m

Momentum
o
Momentum
o

T T T 1 T T T T T T T 1
-2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Position Position

11.4 Poissonklammern
e Betrachte Zeitentwicklung einer Grofle A(q(t), p(t),t)

d 0A . 0A . 0A
C AP0 = Y (8—%% i %p) oA

Z 0AOH B 0A OH —l-%
0q; Op;  Op; Og; ot

i

e Definiere

Poissonklammer zweier Funktionen f(q,p) und ¢(q,p) auf dem Phasenraum

B of 0g  Of Og
Whak= XZ: (8% Ip; - Op; 8%) (510)

e Ist A nicht explizit zeitabhéngig, so Zeitentwicklung durch:

d

—Ala(®),p(t) = {A, H} (511)

A(q(t),p(t)) ist genau dann erhaltene Grofie, wenn {A, H} =0

e Beispiel: Radialsymmetrisches Potential

In Kugelkoordinaten, mit kanonisch konjugierten Impulsen p,, pg, p,

1 2
H:—(p3+@+ De >+U(7’) (512)

2m r2  r2sin’4
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folgt fiir Drehimpluskomponenten L;

{Li,H} =0 (513)

Drehimplus erhalten.

Beweis als Ubung

e Bewegungsgleichungen:

dq; OH  0q; OH oH .
{qj,H}:Z(J % ):—ij (514)

0q; Op; Op; Og; apj
8p- OH (9p- OH oH |
H J J = —— =79, 1
e Aber auch
{ai,pj} = 6 (516)

Daraus wird in Quantenmechanik die Unscharfe-Relation

und aus {.,.} der Kommutator [.,.] ...

Lessons learned:
e Legendre Transformation: Wechsel der unabhangigen Variablen
e Hamilton = Legendre (Lagrange)

e Hamiltonsche Bewegungsgleichungen induzieren Vektorfeld im Phasenraum

Liouville: In Hamiltonschen Systemen ist das Phasenraumvolumen erhalten.

Poisson-Klammer fiir Zeitentwicklung

Bitte merken fiir Quantenmechanik

12 Fur GenieflerInnen

12.1 Hamiltonsche Gleichungen aus Variationsprinzip

Hamiltonsches Prinzip revisited

to
51:5/ #L=0 o— 2 da (517)
t O
ol
p; . 0¢;  OH dq;  OH Op;
. _ - 1
/dt Z( Pi3a " 3030 " 8a> da =0 (519)
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Mit

0g; d 0g; PI.  9gi|” . Dy
=0
und 5 5
_ Y4 _ 9D
0q; = Ta dov, op; %0 da (521)
folgt:

frsfnl ) e

Da Variationen dg und dp unabhéngig, miissen beide Klammern verschwinden, et
voila:

. oH . 0H
4 = op:’ pi = 04,

Fundamentaler Unterschied zu Lagrange:

(523)

e Lagrange: Zwar ¢(0) und ¢(0) unabhéngige Grofien, aber danach ¢(t) von ¢(t)
abgeleitete!? Grofe.

e Darum nicht unabhangig variierbar.
e Hamilton: ¢(¢) und p(t) gleichberechtigt unabhéngig

e Darum einzeln variierbar.

Das ist Unterschied zwischen Dynamik 2. Ordnung im Konfigurationsraum bei
Lagrange und Dynamik 1. Ordnung im Phasenraum bei Hamilton

Lessons learned:

e Variationsrechnung macht fundamentalen Unterschied Lagrange zu Hamilton klar

2Wortspielverdacht !
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Part IV
Spezielle Relativitatstheorie

13 Raum und Zeit

13.1 Relativitatsprinzip
Betrachte zwei Inertialsysteme IS und IS’
e Parallele Achsen
e Relativgeschwindigkeit: ¢ = ve,
y'

= Ereignis

Galilei-Transformation

Bei Newton gilt die Galilei-Transformation

"= z—ut (524)
=y
= 2
— ¢

/

~ N e R
Il

~

Galileisches Relativitatsprinzip:

e Alle Inertialsysteme sind gleichwertig

e Die Newtonschen Gesetze gelten in allen Inertialsystemen
Beispiele:

e Schallwellen

— Materie ist der Trager von Schallwellen
— Bei ruhender Materie breite sich der Schall mit Geschwindigkeit ¢, aus

— Bewegt sich die Materie mit Geschwindigkeit v = wvé,, so breitet sich
Schall in unbewegtem System in Richtung von # mit ¢ = v + ¢, aus

e Elektromagnetische Wellen, Lichtgeschwindigkeit ¢
— Argumentation mit Galilei-Transformation die selbe

d=v+c (525)
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— Aber was ist der Trager ?

— Materie kann es nicht sein, da sich elektromagnetische Wellen auch im

Vakuum ausbreiten

— Ather—Hypothese

Michelson-Morley Experiment (1887)

o Messung der Geschwindigkeit des Athers relativ zur Erde, ” Atherwind”

e Interferenz-Experiment mit und senkrecht zu der Bewegung der Erde

|L-F i - S Ve
|\ i
(ranite Block—1—% . I Hirrar
X o7 A B N
& .-.I::: e el | i "\.ﬁ:ﬁa
ey Tl = - S + i o,
IgRT . I B,
SRUFCR "f’i ’ RS i %\
II k r ok .. s
“II J . s T i :._fr'.':fr'ﬂ:'.'f-""y
i s g{ TEn 5"'-:. i
4 I\"‘w-\. e I} ¥
I, [P T :I - ¥
S S elesiepe :{f""'.;/f:’ |
_|_.-__.3__...' o "'\-\.\_\___ e I -_____.-' .-"'.-"'. l._r
MEFCr Y — ,f"!
- d S o :____-_-_ e i

Cable Car durfte nicht fahren :-)

— Erde relativ zur Sonne: 30 km/sec

— Sonnensystem relativ zum galaktischen Zentrum 220 km/sec

— Experimentelles Ergebnis: Unterschied < 8 km/sec
— Heute: Beliebig exaktes Null-Resultat, Ac/c ~ 10717

e Folglich kann Gl. (525) und damit Gl. (524) nicht allgemein gelten

Einsteinsches Relativitatsprinzip

e Alle Inertialsysteme sind gleichwertig

e Licht breitet sich in jedem Inertialsystem mit der Geschwindigkeit ¢ aus

Anders formuliert

e Die Lichtgeschwindigkeit hangt nicht von der Bewegung des Senders ab

Meditation tiber Vorstellungskraft als Wahrheitsbedingung

Relativitat der Gleichzeitigkeit

Betrachte Gedankenexperiment
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e Zug fahrt durch Bahnhof

Al Al —
Tug
B
Bahnsteig

In der Mitte des Zuges wird ein Lichtblitz ausgelost

An den Enden des Zuges sind Uhren, die bei Ankunft des Lichtblitzes zu laufen
beginnen

Zugmitfahrer stellt durch Uhrenvergleich fest, dass sie synchron laufen, gleich-
zeitig vom Lichtblitz erreicht wurden

Blick vom Bahnsteig, an dem viele Uhren angebracht sind

Blitz hat zur Zugspitze langeren Weg als zum Zugende

Uhr, die beim Erreichen des Blitzes der Zugspitze loslauft, startet spéter als
die fiir’s Zugende zustandige

e Gleichzeitigkeit hangt vom Bezugsystem ab, ist also relativ

Beachte: Effekt verschwindet, wenn Lichtgeschwindigkeit unendlich grofl ware, also
bei instantaner Signalausbreitung

13.2 Lorentz-Transformation

Transformation zwischen zwei Inertialsystemen IS und IS’ in Anbetracht der Kon-
stanz der Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen

e Homogenitat von Raum und Zeit
Alle Punkte in Raum und Zeit sind aquivalent
Koordinatenurspriinge konnen somit beliebig gewahlt werden

e [sotropie des Raumes
Alle Raumrichtungen sind dquivalent

Betrachte Bewegung entlang der z-Achse

!

Y

IS
- X

Ruhendes Inertialsystem IS und relativ dazu gleichformig bewegtes IS’
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Bei t = 0 fallen IS und IS’ zusammen

rg = 25=0
to = to=0

e Wegen Homogenitat von Raum und Zeit muss die Transformation linear sein

Sonst wiirden in IS gleichformig bewegte Korper in IS’ beschleunigt werden

()= (o) e ) (0)+ () -

Wegen Anfangsbedingungen: b; = by = 0, v Abhangigkeit von a;; unterdriickt

Ansatz:

/

r = apx -+ aut (527)
t/ = a421T + G/QQt (528)

e Betrachte Bewegung des Ursprungs von IS’ in IS, d.h. 2’ =0
Aus Gl. (527) folgt

i
0= a1 + algt oder 19 = —(1,11; = —a11v (529)

Eingesetzt in Gl. (527) folgt

' = ap (v)(x — vt) (530)

e Analog folgt aus Bewegung des Ursprungs von IS in IS’, x =0
r = ap(—v)(2 — (=v)t') = ap (—v)(2' +vt) (531)

e Aus Isotropie des Raumes folgt:

a;1(v) = apn(—v) oder ay1(v) = an(|v]) (532)

e Betrachte Lichtquelle,

— die in IS bei z = 0 ruht
— sich daher in IS’ mit —v bewegt

— zur Zeit ty = t{, = 0 einen Lichtpuls aussendet

Wegen Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, ¢ = ¢/, gilt fiir den Lichtpuls

r = ct

¥ =

Das sieht trivial aus, ist aber der entscheidende Punkt
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Nach ¢, resp. t’ aufgelést und in Gln. (530, 531) eingesetzt, ergibt
¥ = apz(l—v/c) (533)
r = apx (1+v/c) (534)
Gl (534) in Gl (533) eingesetzt und durch 2’ geteilt, folgt
1=a},(1+v/c)(1—v/c) (535)

oder
1

1—(v/e)?

Damit Galilei-Transformation fiir Grenzfall v/c — 0 gilt, betrachte positive
Wurzel

(536)

2 _
ap =

api(v) = S (537)

1—(v/c)?
o Mit Gl. (530)
' = ap (v)(x — vt)

folgt
, T — vt

O - (538)

V1= (v/c)?

r=ap(—v)(x' +ovt)
und GI. (538) folgt nach kurzer Rechnung

Mit Gl. (531)

,_t—(v/P)x
= —— i (539)

Die Lorentz-Transformationen

r — vt
¥ = ——————=q(—t), y=y, =z 540
e T Y=y o1
t—(v/c*)x
= 1777 = t—vC2J} 541
U = - /) (541)
N o= ; ”Lorentz-Faktor” (542)

1—(v/e)?

Bemerkungen:

o Fir v < ¢ bzw. ¢ — oo geht v — 1 und es ergibt sich die Galilei-
Transformation 2’ = x — vt, ' =

e Fiir v/c = 0.1 ist v = 1.005, allméhlich spiirbar

e Es gibt Geschwindigkeiten v > ¢, aber diese sind keine Transport-
geschwindigkeiten fiir Signale, Energie oder Korper, Laserstrahl iiber den
Mond gestrichen
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e Addition von Geschwindigkeiten

— Betrachte drei Inertialsysteme
— IS’ bewegt sich relativ zu IS mit Geschwindigkeit vy, IS” relativ zu IS’
mit Geschwindigkeit v,

— Zweifache Anwendung der Lorentz-Transformation ergibt das relativisti-
sche Geschwindigkeits-Additionstheorem

V1 + V2

= - 7z 543
v 1+ vyvy/c? (543)

Historische Bemerkung

e Maxwell-Gleichungen (1865) enthalten c. Insbesondere Wellengleichung fiir
E-Feld o2 o2
1
——FE=_—F 44
c? ot? Ox? (544)

Das hétte schon mal stutzig machen kénnen

e Lorentz leitet 1904 seine Transformation aus der Forderung ab, dass die
Maxwell-Gleichungen in allen Inertialsystemen die selbe Form haben sollen.
Er hielt Raum und Zeit aber weiterhin fiir absolut, verstand also die Konse-
quenz seiner Theorie nicht

e FErst Einstein stellte dieses in seinem ”annum mirabilis” 1905 klar

13.3 Langenkontraktion und Zeitdilatation

Definition: Ein Ereignis ist definiert durch sein Raum-Zeit Koordinaten (x,y, z, t).
Es hat in IS und IS’ verschiedene Werte.

Langenkontraktion

Betrachte Inertialsysteme IS und IS’ und einen in IS’ ruhenden Stab der Eigenlénge
lo =2y — o)

IS
IS y/
) )
V=€
!
3 o
~l ez 2
L1 €Io
Langenkontraktion

Welche Stablange ergibt sich fiir eine Messung in IS 7
Dazu muss zur gleichen Zeit in IS die Positionen vom Stabanfang, x;, und Stabende,
To, gemessen werden
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e Stabende

(545)
IS’ rp=0 =0
e Stabanfang
i) tg =0
(546)
Lénge des Stabes in IS (27 = 0)
= To —T1 = T2 (547)
Lorentz-Transformation
' =~y(x —vt) (548)
ergibt (to = 0)
zy=y(re —vt) = x9=1Iy/y (549)
oder
[ =1lp\/1— (v/c)? (550)

In IS ist der Stab kiirzer als seine Eigenlange [y, Langenkontraktion oder Lorentz-
Kontraktion.

Bemerkungen

e Gl. (550) gilt, wenn Stab und Relativgeschwindigkeit ¥ = ve], parallel sind.
Ist der Stab gedreht, z.B.

2
itine, line, 2=1+1 (551)
so andert sich wegen 3’ = y Lange senkrecht zu o' nicht
=Ilp/1— /), 1=l (552)
e Ruht der Stab in IS mit Eigenlange [y, so ergibt sich fiir Messung in IS’ eben-
falls | = lp/~. Kontraktion héngt nicht vom Vorzeichen ab.
e Liangenkontraktion beruht Asymmetrie der Messungen

— In IS sind die beiden Ereignisse (x; = 0,¢; = 0) und (z3,t; = 0) gleich-
zeitig

— In IS’ sind die beiden Ereignisse (2} = 0,¢; = 0) und (2, = ly, t}) nicht
gleichzeitig, da mit to = 0 und xo = ly/7y

th = (s — (0/?) 1) =~ #0 (553)
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— Beachte: Theorie basiert auf einer Analyse des Messprozesses: Was be-
deutet es eine Lange zu messen ? Gleichzeitig zwei Orte zu messen, und
Gleichzeitigkeit hiangt vom Bezugsystem ab.
20 23

Zeitdilatation

Betrachte Gang einer Uhr in IS’ von IS aus

Io
Zeitdilatation

Definiere die Ereignisse
1. Die Uhr in IS’ passiert Beobachter in IS bei (x; = 0,t; = 0)

xle t1:0

(554)
=0 t/=0
2. Die Uhr in IS’ passiert Beobachter in IS bei (xo = vto, t5)
T = ’Utg tg
(555)
xh =10 t,

Lorentz-Transformation )
t _
po1-)e (556)
1—(v/c)?

ergibt fiir Ereignis 2

/:tg—(’U/C2)£L'2:tz—(’l)/C2)Ut2: T (/) .
S N e o

Uhr in IS’ zeigt fiir das Zeitintervall zwischen Ereignis 1 und 2

to=1t,—t) =t (558)
Diese Anzeige der Uhr in IS’ wird vom Beobachter in IS bei x5 zur IS-Zeit
t= t2 - tl = tz (559)

abgelesen.
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Damit

Lo

V1= (v/c)?

(560)

Wegen t, < t geht die bewegte Uhr in IS’ gegeniiber den Uhren in IS nach:
Zeitdilatation

Bemerkungen

e Gl. (560) gilt unabhéngig von der Richtung von Relativbewegung

e Asymmetrie zwischen IS und IS’ in Gl. (560) resultiert aus der Asymmetrie
der Messung. Wir haben zwei Uhren in IS, an denen sich eine Uhr in IS’ vorbei

bewegt.

e Die Zeit, die von einer Uhr, die im Inertialsystem ruht, oben ty, gemessen wird,

heifit Eigenzeit

Beispiel Myonen-Zerfall

e Myonen % werden durch kosmische Strahlung in etwa 10 km Hohe gebildet

Sie zerfallen gemaf

po—e +vU.+u,
respektive
pt=et +u. 4,

Im Ruhesystem des Myons gilt fiir ihre Anzahl:

N(t) = Nyexp (-é)

mit der mittleren Lebensdauer 7 = 2.19 us

In 9 km Hohe werden 8 x 10" Myonen gezahlt
Sie haben eine Geschwindigkeit v = 0.998 ¢
Wieviele Myonen kommen auf Meereshche an 7

Nicht-relativistisch:
Flugzeit t; betragt

9km
— ~ 30
7= 0.998 Hs
Damit
N(ts) =8 x 107 ex =3 <00
1= P\ 7219
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e Relativistisch mit Zeitdilatation:
Flugzeit im Inertialsystem der Erde: ¢y = 30 us
Eigenzeit der Myonen:
t
ty=1+1—(v/c)? tf:mzlﬂ,us (566)

Somit: t
N(t,) = Nypexp (—?“) ~ 3.4 x 107 (567)

e Relativistisch mit Langenkontraktion
Im Bezugssystem der Myonen fliegt die Erde mit v = 0.998 ¢
Sie legt die kontrahierte Strecke von 9 km/15.8 = 0.57 km zuriick
Dabei verstreicht die Eigenzeit ¢, = 0.57km/0.998 ¢ ~ 1.9 s
Mit dem selben Ergebnis

e Kiirzere Strecke oder langsamere Zeit

Technische Bemerkung:

GPS wiirde ohne Beriticksichtigung der speziellen und auch der allgemeine Rela-
tivitatstheorie nicht funktionieren.

Kleine philosophische Nebenbemerkung:

e EHigentlich sollte das Unterkapitel nicht "Raum und Zeit” heiflen, sondern
"Réaumliches und Zeitliches”

e Wir reden ja tiber Mafistabe und Uhren

e Die sind nicht Raum und Zeit, sondern im Raum und in der Zeit, aber das ist
ein anderes Thema

Lessons learned

e Experimentelle Fakten:

— Es gibt keinen Ather als Trager der elektromagnetischen Wellen

— Lichtgeschwindigkeit ¢ ist in allen Intertialsystemen identisch
o Gleichzeitigkeit ist relativ
e Lorentz-Transformation statt Galilei-Transformation

e Langenkontraktion & Zeitdilatation
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14 Relativistische Mechanik

14.1 Vier-dimensionale Entfernung

e Im Euklidischen Raum ist die Lange v a - @ eines Vektors @ invariant unter
Drehungen und Translationen.

e Bei Newton sind Raum und Zeit in Galileo-Transformation klar getrennt
e In Relativitatstheorie "mischen” sie per Lorentz-Transformation miteinander.

e Welche Grofle analog der ”“Lange” ist invariant unter einer Lorentz-
Transformation in der vier-dimensionalen Raumzeit ?

Definition:

e Ein Raumzeitpunkt oder Weltpunkt (ct,7) definiert ein Ereignis
e Die Grofle

s =/ (ts—t1)? — (7 — 71)? (568)
heifit Abstand oder auch vier-dimensionale Entfernung zwischen zwei Ereignis-
sen mit Weltpunkten (cty, 1) und (cta, )

e Das Abstandsquadrat
2= (ty —t1)? — (th — )2 (569)
ist Lorentz-invariant
Beweis:

e Abstandsquadrat vom Ursprung:
s* = (ct)? — (2* + y* + 2%) (570)

e Anwenden der inversen Lorentz-Transformation

t=n~(t + 2" v/c?), z=y(z +vt') (571)
ergibt
s = [yt + 2" v/A))? — [y(z' +ot)]? —y? — 22 (572)
= ()71 = (v/e)*) —a? (1= (v/e)?) —y? = 2% (573)
_ (Ct,)Q _ xl? _ y/2 _ 2/2 _ 8/2 (574)
Bemerkungen

e Wir hatten oben die Lorentz-Transformation fiir zwei Weltpunkte abgeleitet,
die auf dem Lichtkegel liegen

T = ct, 2 = ct’ (575)
s =(ct)? —2® = (ct')? —2? =0 (576)

Alternativ kann man die Lorentz-Tranformation auch aus der Invarianz

(ct)? —2® = (ct')? — 2" (577)

ableiten, die fiir alle Weltpunkte gilt
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e Fiir die Eigenzeit ¢, einer sich mit Geschwindigkeit (¢) bewegenden Uhr er-
halten wir mit dr(t) = v(t) dt

_,2

ds* = Adt* — di* = 2 <1 - —> dt* = cAdt? (578)

c2?

Mit ds? ist also auch die Eigenzeit dt? Lorentz-invariant

Kausalitat und Minkowski-Diagramm

e Die Relativitit der Gleichzeitigkeit wirft die Frage auf, inwieweit die zeitliche
Reihenfolge von Ereignissen willkiirlich ist und so der Kausalitat - Ursache vor
Wirkung - widersprechen kann.

e Der kausale Zusammenhang zweier FEreignisse F; und F, wird durch das
Vorzeichen seines Abstandsquadrates

51y = T — 2% =t — a7 (579)

bestimmt.

e Sei v die Geschwindigkeit, um von F; nach Es zu gelangen.
Es gilt

sl >0: v <c zeitartig
s3,<0: v>c raumartig
s7,=0: v=c lichtartig

— s%, > 0 heifit zeitartig, weil der Zeitterm grofer ist als der Raumterm.
Ereignisse liegen raumlich so nahe zusammen, bzw. zeitlich so weit aus-

einander, dass ein kausaler Zusammenhang maglich ist.

— 52, < 0 heiit raumartig. Ereignisse liegen soweit auseinander, dass ein
kausaler Zusammenhang nicht moglich ist.

— 52, = 0 heifit lichtartig, kausaler Zusammenhang auch maoglich, aber nur
mit Licht

e Da s?, Lorentz-invariant ist, ist es diese Klassifikation auch

ct

— -

N —7 52, =
\\Zukunh _ /

.ﬁ*fz =0 s

? fiﬁi,ang%d\
7 gty Lichtkegel

4 81a|>
L—r—

Weltlinie .___ =l

Minkowski-Diagramm
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14.2 Relativistische Dynamik

e Die Newton’sche Mechanik ist gut fiir v/c < 1. Die relativistische Mechanik
gilt auch fir v/c < 1, muss aber fir v/c < 1 in Newton’sche Mechanik
iibergehen

e Relativistische Geschwindigkeiten sind in der Atom-, Kern-, und Element-
arteilchenphysik relevant. Hier Energie- und Impluserhaltung wichtiger als
Teilchenbahnen, da freie Zustande vor und nach der Wechselwirkung betrach-
tet werden, erinnere Kap. 3.2 Streuung

e Die relativistischen Gleichungen miissen unter Lorentz-Transformation formin-
variant sein

Vierer-Vektoren

e Buklidische Newton’sche Welt: Drehungen und Translationen von FL,E € R3
lassen @2, b? und @ - b invariant.

e Relativistische Welt: Fasse Zeit- und Raumkoordinaten zu einem

Vierer-Vektor x zusammen
ct
= (%), (550)

ct, damit alle Komponenten dieselbe Einheit haben

e Riumliche Drehung z.B. um €,

ct ct
I ) 2 cos @ + ysin ¢
L= y —I= —z sin ¢ + y cos ¢ (581)
z z
Lorentz-Transformation mit v = ve,
ct (et —xv/c)
o= | o= v(x — vt) (582)
Y Y
z z
e Allgemeine Definition: Vierer-Vektoren sind alle Objekte
A = (A07A17A27A3>T7 (583>

die sich bei raumlicher Drehung und unter Lorentz-Transformation wie x =
(ct,7) transformieren. Dabei sind

Ap: zeitliche Komponente
Ay, Ay, As: raumliche Komponenten

Die "Lénge” von Vierer-Vektoren ist definiert als

A=A A= Af - AT - A - 4] (584)

e Beachte:

127

21 23



A? < 0 ist moglich
Aus A? = 0 folgt nicht A = (0,0,0,0)7

Der Vektorraum heifit Minkowski-Raum oder pseudo-euklidischer Raum

e Skalarprodukt ist definiert als:

A-B= AyBy— A By — AyBy — A3 By (585)

e Etwas abstrakter:
Skalarprodukt definiert eine Metrik, ein Abstandsmaf}

Im Euklidischen gilt

1 00
0 0 1
Im Minkowski-Raum:
1 0 0 0
0 -1 O 0
0 0 0o -1

Dieses wird in der Allgemeinen Relativitatstheorie noch “schlimmer*,
metrische Matrix voll besetzt

Fiithrt man die Multiplikation

1 0 0 0
0 -1 0 0

A{ 0O 0 -1 0 = (Alo — Ay, — Ay, — A13) (588)
0 O 0 -1

aus, so sieht man, dass "normale” Vektoren und Dualraumvektoren
”wirklich” unterschiedlich sind.

Sie transformieren sich auch unterschiedlich: ”kovariant” und ”kon-
travariant”

e Da das Abstandsquadrat

sf=x-x=c*— 7" (589)

Lorentz-invariant ist, sich alle Vierer-Vektoren wie z transformieren, ist das
Quadrat A? aller Vierer-Vektoren Lorentz-invariant.

e Auch das Skalarprodukt A - B ist Lorentz-invariant, da

(A+B)*=A*+2A-B+ B (590)

und alle anderen Terme Lorentz-invariant sind

Relativistische Dynamik

e Gesucht : Relativistische Version des 2. Newton’schen Gesetzes
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e Idee: Ersetze 3-D Vektoren der Newton’schen Mechanik 7, v, d, ﬁﬁ durch
analoge Vierer-Vektoren

e Im folgenden Eigenzeit ¢, mit 7 bezeichnet!3

Vierer-Geschwindigkeit:
e Die Grofle
dx
dt
ist kein Vierer-Vektor, da z ein Vierer-Vektor ist, sich dt aber unter Lorentz-
Transformation andert.

(591)

e Da x Vierer-Vektor und Eigenzeit dr = /1 — v?/c? dt Lorentz-invariant ist,
ist die Vierer-Geschwindigkeit

T — i(ct,f’) = (e, D) (592)

ein Vierer-Vektor.

Wegen

U=—-—=c">0 (593)
ist sie zeitartig.

e Analog: Vierer-Beschleunigung

2 1 1
= Tz _du d (c, ) (594)
dr?

dT:,/l_U2/C2£ /1T =2/

- = [‘ e (5)) @0+ =mm0o

- 2 (» e +0.0) (595)

Beachte: Mit Gl. (593) (fiir unten merken)

d d
R — . = 2 . R — 2 =
gL u=2cu s 0 (596)

S
I

stehen Vierer-Geschwindigkeit und Vierer-Beschleunigung senkrecht aufeinan-

der.

Vierer-Impuls

e mg: Masse des ruhenden Korpers, die Ruhemasse.

e Definition: m
p=myu = —m— (c,7) (597)

NI

13Die 0 nervt
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e Wegen (fiir unten merken)
mg

]_9 E = TQ/CQ(C2 — 172) = m(2)02 >0 (598)

ist der Vierer-Impuls zeitartig.

e Die Ruhemasse ist eine Lorentz-invariante Grofle, da Vierer-Skalarprodukte
Lorentz-invariant sind.

e Im Ruhesystem eines Korpers gilt

p = (mqoc,0) (599)

Relativistische Masse
e Definition

mo

m) = ———— (600)

V1—=v?/c?
e Damit
p=mou =m(v)(c,v) (601)
Masse nimmt mit steigender Geschwindigkeit zu
—
Je schneller ein Korper ist, desto schwerer kann er beschleunigt werden.
e Wegen
lim m(v) = oo (602)
v/e—1

konnen massive Korper nicht auf ¢ beschleunigt werden.

e Masselose Teilchen wie Photonen haben immer ¢, sie haben kein Ruhesystem
Vierer-Kraft

e Definition p p
K= ——p=mo—u=moa (603)

e Betrachte die raumlichen Komponenten von A

d mo’l_l) 1 d mo’l_l) —
- = — =K 604
dr 1—U2/02 \/1—U2/C2dt 1—1}2/02 ( )

Und p . P q
mov — — =
- = = _—p=F 605
T = o) = g (605)
e Damit gilt: . .

K =~(v)F (606)
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e Mit Definition der Vierer-Beschleunigung, Gl. (594) folgt

- d U
F: —_——
modt\/l—iﬂ/c2 "

Das relativistische Analogon zum 2. Newton’schen Gesetz

Beachte: F und @ haben i.a. verschiedene Richtungen

e Betrachte zeitliche Komponente von K: K
Mit Hilfe von Gl. (596)

K-u = moa-u

K-u =0
= K()U()—I?"l_[

= Kyy(v)c—y(0)F - y(v) ¥

folgt fiir die zeitliche Komponente

F.-@
Ko =7(v)
c
Insgesamt ergibt sich:
ﬁ U —
K =7(v) < U,F>
c
Mit ordnungsgemafl
lim K = (O,ﬁ )

Anwendung: CERN

Masse und Energie

(607)

(608)
(609)
(610)

(611)

(612)

(613)

e Betrachte die zeitliche Komponente der Vierer-Kraft aus Gl. (611) und die
zeitliche Komponente der Definition der Vierer-Kraft, Gl. (603) und der Vierer-

Geschwindigkeit, Gl. (592):

d
K():m()%uo
Ergibt
F-v d c
Ky=~ = mey(V) — ———
0 =70) = = i) gy
oder
4 me  _a
&t \/T=(v]cp

F -7 ist die Arbeit, die von Kraft F pro Zeiteinheit geleistet wird
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e Also muss auf der LHS der Gleichung die zeitliche Anderung der Energie stehen

2
oL — (617)

Eine potentielle additive Konstante kann nicht auftauchen, weil die Lorentz-
Transformation fiir v < ¢ sonst nicht in die Galileo-Transformation iibergeht

Damit:

E =mc® (618)

Aquivalenz von Masse und Energie!

e Fiirv=0: E =myc?

Zieht man diesen Beitrag ab, so liefert Taylorentwicklung fiir kleine
Geschwindigkeiten € = v?/c*> < 1 mit (1 — €)* &~ 1 — ae fiir die kinetische
Energie T'

T = (W — 1) moc? (619)

1\ v?
1 2
= émg’U (621)

das nicht-relativistische Ergebnis
e Beachte:

— In der Newton’schen Mechanik gibt es fiir die Masse M und die Energie
E je einen Erhaltungssatz

— Relativistisch nur einen fiir die Gesamtenergie.
22 23

Massenverlust der Sonne

e [usionsreaktion in der Sonne

2p+2n — He+7y (622)
Energie der v-Strahlung ~ 28 MeV
e Heliumkern leichter als 2p & 2n
o Leistung der Kernfusion: P ~ 3.8 x 108 W.

e Massenverlust der Sonne pro Sekunde:

P-1s
m = 5

= 4.3 x 10%yg (623)
C
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Verschmerzbar bei einer Sonnenmasse von aktuell Mg, 0 = 2 x 10% kg.

Dispersionsrelationen

Zusammenhang zwischen Impuls und Energie heifit Dispersionsrelation und
ist von fundamentaler Bedeutung

Nicht-relativistisch:

1
E=—p° 624
5P (624)

Gl. (617) bedeutet, dass man die zeitliche Komponente des Vierer-Impulses,
GL (597), mit £ identifizieren kann

Damit folgt mit Gl. (598)

p-p=— —P =mge (625)

die relativistische Energie-Impuls Beziehung

E? = mict + p*c? (626)

Fiir masselose Teilchen folgt

E? =p*c¢*, E=|plc (627)
Impuls des Photons werden wir in der Quantenmechanik einfiihren

Existenz = Energie

Masselose Teilchen haben nur iiber Impuls Energie

Geht beliebige Geschwindigkeit ?

Nein, nur ¢. v < ¢: Es gibt Intertialsystem, in dem das Teilchen ruht

Fiir’s Gemiit (und die Quantenmechanik): Energie hat etwas mit Zeit zu tun,
Impuls etwas mit Raum

Erster Eindruck davon beim Noether-Theorem:

— Zeitinvarianz ergab Energieerhaltung

— Raumliche Translationsinvarianz ergab Impulserhaltung

Klassisch ist beim Wurzel-Ziehen der relativistischen Energie-Impuls
Beziehung

E = £y/(moc?)? + (pc)? (628)
nur das positive Vorzeichen sinnvoll.
Fiir Quantenmechanik ist auch das negative Vorzeichen sinnvoll

— Dirac-Gleichung
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— Vorhersage von Anti-Teilchen, Positron, 1928 durch Dirac, Nobelpreis
1933

— Experimentelle Bestatigung 1932 durch Anderson, Nobelpreis 1936

Lessons learned

s? = c*? — 2? ist Lorentz-invariant

Massive Korper kénnen nicht auf Lichtgeschwindigkeit beschleunigt werden.
Masselose Teilchen bewegen sich stets mit Lichtgeschwindigkeit

E = mc?: Aquivalenz von Masse und Energie

Relativistische Dispersionsrelation: E? = mict + p?c?

Fiir masselose Teilchen: E = |p|c

Was es in der Klassischen Mechanik noch so gibt

Hamilton-Jacobi Formalismus

Symplektische Geometrie, Darboux-Theorem

Solitonen, Korteweg - de Fries Gleichung

Integrable Systeme, Toda-System

Hamilton’sches Chaos, Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) Theorem

Dissipatives Chaos, Fraktale Dimensionen, Lyapunov-Exponenten, Lorenz-
System: ”Deterministic nonperiodic flow” (1963), Synchronisation, Arnold
Zungen
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