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1 Einleitung

Technicalities:

Welche Semester 7 Auch Master-Studenten ?

Skript und Kommunikation iiber homepage

Ubungen

Inhaltsverzeichnis

Wenn etwas unklar: Fragen !

Literatur:

e Zur Statistik

— A. Bevan. Statistical Data Analysis for the Physical Science 6]

— J. Honerkamp. Stochastic Dynamical Systems [25] Kap. 1-3.
Kondensierte Darstellung der fiir Physiker relevanten Grundlagen der Sta-
titstik

— J. Hartung. Statistik [24] Ein Klassiker, sehr detailliert

— L. Sachs. Applied Statistics [59] Kompendium, angewandt
— D.R. Cox, D.V. Hinkley. Theoretical Statistics [12] lesbares Theoriebuch

e Zur Numerik

— W. Press et al. Numerical Recipes [50]:
Die Bibel, optimal fiir Physiker

— J. Stoer. Einfiihrung in die Numerische Mathematik I € II [66,67]
Mathematisch orientierter Klassiker

— Weitere Biicher aus dem Umfeld ’Computational Physics’ und "Monte-
Carlo Methoden’ : [8,17,18, 36| Franklin modern



Teil 1
Statistik

Grundsétzliches zur Statistik :
e Ein paar Sachen muf man richtig verstehen.
e Vieles mufs man kennen.
e Vieles mufs man einfach nur nachschlagen kénnen.

e Angewandte Statisitk ist kein Fall von Mathematik

2 Verteilungen

2.1 Zufallsvariablen

Zufallsvariable X:

e Etwas, das eine Wahrscheinlichkeitsdichte px () hat

e Wahrscheinlichkeit, eine Realisierung x in (z, x+dx) zu beobachten, ist px (x)dx

e px(z) >0, [px(x)dr =1
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte

e Physikalisch entsteht Zufall entweder durch

— Quantenmechanik, eher selten in makroskopischen komplexen Systemen
— Chaos, auch selten, bei Wiirfel realisiert

— viele Einfliisse 4 la Brownian Motion, meistens.

e Es gibt auch diskrete Verteilungen p(x;), denke an Wiirfel

Im folgenden, wenn Bezug klar: px(z) = p(x)

2.2 Momente und Kumulanten

e Erwartungswert (f(z))

() = [ 1a)ple) ds
Erwartungswert ist eine Zahl

e Momente



e 1. Moment: Mittelwert

e 2. Moment

— Varianz: 02 = ((x — 7)%) = pp — i3

— Standardabweichung: o

— Addiert man unabhéngige Zufallsvariablen, so sind Varianzen, nicht Stan-
dardabweichungen additiv.

e 3. Moment

Schiefe:

Mafs fiir Asymmetrie.

e 4. Moment
Kurtosis (Bauchigkeit): v = ((z — u)*) /o — 3

“3” erklart sich weiter unten

e Charakteristische Funktion oder Erzeugende Funktion

G(k) =< e*¥ >= /dm e*p(z)

Fouriertransformierte der Dichte p(z)

e [xistieren die Momente, i.e. < X" > < 0o, Taylor-Entwicklung

G(k) = i <i:!)n < X" >

7



Ist G(k) bekannt, berechnen sich Momente durch:

dG(k)

=i"< X" >
k" !

k=0

e Entwickelt man log(G(k)) nach k, folgt:

k)
log(G(k)) =) _ i
n=1
mit den Kumulanten x;
ki =
Ko = M2 — M% =0’
K3 = f3 — 3oy + 240

Wichtige Eigenschaften:

— Kumulanten sind additiv, daher natiirliche Gréfen
Sei

dann folgt

Varianz ist additiv, nicht Standardabweichung
— Man kann zeigen:

* Entweder: Alle Kumulaten aufier den ersten beiden verschwinden
* Oder: Es existieren oo viele



2.3 Beispiele fiir Verteilungen

e Gaulsverteilung oder Normalverteilung:

) = e a0?
p(z) T

— Bezeichnung: N(u,o?)
Standard-Gaufverteilung 1 = 0, 0% = 1: N(0,1)
In +10 liegt 68 % der Masse
In £1.960 liegt 95 % der Masse

— Momente von N(0,1) :
(o) = 0 fiir k ungerade
]l 1x3x---x(k—1) fir k gerade
Damit klar, warum bei Kurtosis ”-3”

— Charakteristische Funktion

2

G(k‘) — ei,uk—%UZk

Nur die ersten zwei Kumulanten sind ungleich null.

Macht klar, warum Gaufsverteilung so besonders

Zentraler Grenzwertsatz:

Existeren die ersten beiden Momente, so strebt die (normierte) Summe von
unabhéngigen, identisch verteilten (independent, identically distributed: iid)
Zufallsvariablen gegen eine Gaufiverteilung.

Betrachte N identische Zufallsvariablen X; mit
— Iil(Xi) =< X, >=0
— ko(Xi) = po — i = 0?
— kn(Xi) <00 Vn

Bilde:



Fiir Kumulanten folgt:

N
1
kn(Y) = N2 Z; k(X
Speziell:

1 N
:NZ —52—02

1

n>2: /‘in<Y) = K,n(Xl)m
— Die héheren Kumulanten verschwinden mit N.

— Verteilung geht gegen Gaul-Verteilung
Darum sind die beiden Gréfsen p und o so wichtig.

— Gilt auch wenn X; nicht identisch

— Konvergenzrate, i.e. wie schnell geht es zur Gauliverteilung, hingt i.w. von
der Schiefe ab.

— Bedeutung von Zentralem Grenzwertsatz nicht zu unterschitzen.

— Bei Multiplikation fiihrt es zur Log-Normal Verteilung

Mitteln:

|
:NZ_:

e Gleichverteilung U(a,b) :

_f1/(b—a) fira<z<Db
p(a:)—{ 0 sonst

10



e Exponential-Verteilung

_ = —x/T
p(z) =—e
Es gilt:
,U =
o2 = 2

Erwartungswert und Varianz sind keine unabhingigen Parameter.

Ergibt sich bei “konstanter Ausfallrate”

o 2 Verteilung mit r Freiheitsgraden:

Summe von 7 quadrierten Gaufverteilungen

X7 =2 (N(0, 1)
Y~ Xi~ N(0,1) = pa(z:)

ply) = /dxl...dxré(y—(x%—i—...—i—xf))Hpg(aci)

e‘aﬁﬂdar:gLe_”c%/2 ... dx, L

1
V2r V2r

yr/Q—le—y/Q 00 L
= — I = t* et dt
N / ¢

Es gilt:

V271

X2 = r
Var(xf) = 2r,

d.h. Erwartungswert und Varianz sind keine unabhingigen Parameter.

11
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Abbildung 2.2: y2-Verteilungen mit r = 1,2,3,4,5 Freiheitsgraden

x? Verteilungen sind additiv:

9.2 2 .2 I
XTl + Xrg - XT‘1+T2

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt:

lim x? = N(r,2r)

7—00

Bemerkungen :

12
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- X:= %6*1/2 ist Exponential-Verteilung mit 7 = 2.

— x2 wird wichtig in Kapitel 13 Spektralanalyse.
1.24

e t-Verteilung

_NOD 11 2\ T@r)
Hr,z) = S rB(1j2,7)2) (1 r) . Bla,b) = T(a+b)

r: Anzahl der Freiheitsgrade

Siehe Kapitel 3.1: t-Test: Test auf Gleichheit von Mittelwerten zweier Gauf-
verteilungen.

lim t(r,z) = N(0,1), gute Ndherung ab r = 30

T—00

e F-Verteilung

_ X?«I/Tl _
X7, /T2

F(ry,re, )
r1, ro: Jeweilige Anzahl der Freiheitsgrade
F-Test: Test auf Gleichheit von Varianzen zweier Gaufsverteilungen.
e Cauchy(Lorentz) Verteilung:

2

pCauchy(fEa a, ’7) = _’7—
7 (r —a)?+ 42

13
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Abbildung 2.3: Cauchy-Verteilung (rot) im Vergleich zur Gaufveteilung (blau)

— Momente existieren nicht!

— Charakterisische Funktion:

G(k’) _ eika—\k\'y
Es existiert keine Taylor-Entwicklung um & = 0

— a ist Lokalisationsparameter, aber kein Mittelwert.

— Zeichnung Normal- und Cauchy-Verteilung

— Cauchy-Verteilung spielt bei den Zuwichsen der Aktienkurse eine Rolle.
Eventuell Ausflug: Black-Scholes

14



— Zentraler Grenzwertsatz gilt nicht fiir Cauchy-Verteilung.

Aber auch fiir Verteilungen mit nicht-existenten Momenten gibt es Grenz-
wertsitze. Stichwort “Stabile Verteilungen”

— Einfachste Erzeugung:

N(0,1)" 1 e 1. Y
" auc =—22 = d y/2/d— 2/26 — =z
peae () = N(5,1) / Vo e )

— Bezug zur t-Verteilung:
t(17 l’) = pCauchy(xa Oa ]-)

Mit ¢-Verteilung kann man also zwischen Cauchy (keine Momente existie-
ren) und Gauf (alle Momente existieren) hin- und herfahren.

— Cauchy-Verteilung in der Physik bekannt als Breit-Wigner-Verteilung.

e Multivariate Gaufverteilung

oL ex —lf—qT r-[ = dim(7
W) = G (AT E ), = dinG)

mit Kovarianzmatrix C

C=((@—m@— )"

15



Abbildung 2.4: 2D-Gaufverteilte-Zufallszahlen mit C; = (0.71 0;0 0.70), Cy =
(0.78 0.39;0.39 0.28), Oy = (0.79, —0.39; —0.39,0.28)

— 1 D Normalverteilung:
68 % der Masse in [—0, o]
99 % der Masse in [—30, 30]

— 10 D Normalverteilung, C' = 1:
99 % der Masse auferhalb der [—30, 30]-Kugel.

— Intuition:

* Integration iiber die Winkel ausfiihren
* Verbleibt, d = dim (%)

T
. . _ —r2
Masse innerhalb von Radius r ~ / rdte ™2 dr
0

16



— Es gibt praktisch nur die langsten Absténde, der Raum ist leer, "curse of
dimensionality”, kommt wieder in Kap. 12 Kernschétzer.

1 T I I I I
0.8 1 -
0.6 —
p(z)
04 _2 =
3

0.2 4 _
5 \-

0 ! ! !
0 1 2 3 4 B 6

T

Abbildung 2.5: y2-Verteilungen mit r = 1,2,3,4, 5 Freiheitsgraden

e Binomial Verteilung

B(n,p, k) = (Z)pk(l—p)n_k, k=0,1,...n
Zwei mogliche Ereignisse: 1, xo; p = prob(xy)

17
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Bei n-maliger Durchfiithrung des Experimentes ist B(n,p, k) die Wahrschein-
lichkeit, x; k-mal zu realisieren.

e Poisson-Verteilung
e MNF
k!

P(k,\) = ke Ny,

— Wabhrscheinlichkeit fiir £ Ereignisse in einem Zeitintervall
— A: Durchschnittliche Anzahl der Ereignisse in Zeitintervall

— Wichtig fiir Punktprozesse mit konstanter Rate denke an Photonen-
Zahlprozesse, e-mails pro Stunde, feuernde Neuronen

— Zusammenhang zu Dynamischen Systemen an Hand von integrate-and-
fire Neuron erldutern

3.5 T T T T T T T T T

¥ -
critical

25+ / iy 5

1.5+ -I/"J _‘rf‘ 'I_l"‘l I_HI -

-0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 2.6: Integrate-and-Fire-Neuron

— Fiir Poisson-Verteilung gilt

=
I
Q
I
>

18



— Ferner ist sie die Grenzverteilung der Binomialverteilung:

lim B(n,k,p) = P(k,\) wobei lim np = A

n—oo n—oo

Beschreibt "Seltene Ereignisse”

— Poisson-Verteilung fiir kleine A sehr unsymmetrisch. Fiir grofte, A > 30,
geht sie gegen Gauk-Verteilung

P(k.Y) = <= exp (_%)

Kumulative Verteilungen

e Definition:

cum(zx) = /:D dx'p(z")

—00

e 1, mit
cum(z,) = «

nennt man das (100a) % Quantil.

19
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Abbildung 2.7: Kumulative Verteilung der Gauk-Verteilung mit 90%-Quantil

e Wichtig fiir Testtheorie, Kapitel. 3

e Definition des Medians:

cum (T psedian) = 0.5

Der mittlere Wert der Verteilung
2.24

20



2.4 Schitzen von Parametern von Verteilungen
Allgemeine Parameterschitztheorie in Kapitel 4
Definitionen:

o Wahrer Parameter : O

Schitzer fiir Parameter : é, dies ist eine Zufallsvariable

o
e Bias (Verzerrung) : () — 6,

e Varianz des Schitzers : ((© — (6))2)

e Mittlerer Quadratischer Fehler : ((© — ©)2) = bias? + Varianz des Schitzers
e Vertrauensintervall: Bereich um @, in dem wahrer Wert ©y mit bestimmter

Wahrscheinlichkeit liegt.

Gaulverteilung N (u,0?) :

o Sei jeweils X ~ N(yu,02)

e Schitzer fiir den Mittelwert p

1 N
WER
fi N;

Als Summe iiber Gauf-Verteilungen ist g Gaufs-verteilt
| X
< fil >= — <Xi>=< X >=
H N ; Ho

Schéitzer ist unverzerrt oder unbiased. Liegt im Mittel richtig.

Varianz des Schitzers

21



Zusammengefalt: ji ist Gauk’sche Zufallsvariable mit

<p> = o
1
Var(ii) = 03

1
o(p) = ”N oo “Standard error of the mean”

Damit folgt: 0 (=68%) Vertrauensintervall fiir wahres pu:

[ — o (i), o+ o(fn)]

e

Mit zunehmender Datenanzahl kann man den Mittelwert immer genauer wis-
sen.

oder

Schétzer unbiased und Vertrauensintervall wird mit \/% kleiner:

Schétzer ist konsistent.
Konsistent: Fiir N — oo wird alles gut

e Drei Schatzer Sﬁ, k=1,2, 3, fiir die Varianz

— Sei Mittelwert unbekannt

First try:

~ 1 .

St = N Y (Xi—p)?

i=1
Betrachte einen Summanden, addiere geschickt 0
<Xi—f)P> = <((Xim <X >)—(im< X >)*>
= Var(X)-2< (X;(— < X >)(ap— < X >) >
+Var(j)

22



Von oben: Var(i) = xVar(X)

und
1 N
<(Xi—<X>)(—-<X>)> = NZ<(Xi—<X>)(Xj—<X>)>
j=1
_ 2 (Xi— < X >)
N
1
= NV@?“(X)

Alles zusammen

<(Xi—p)?P> = Var(X) — Z%Var(X) + %V@T(X)
= (1-1/N)Var(X)

N -1 N -1
= Var(X) = I oo
Somit
. 1N—1N 1
< S} >= E =05 — —0p

Ergo: Schétzer 52 hat einen
1
N0

Nur "asymptotisch unverzerrt”, d.h. fiir N — oo

Bias(5%) = —

Diskussion Asymptotik
Second try

Begriindung:

23



x Die Berechnung des Mittelwertes kostet einen Freiheitsgrad.
* T1,...,Ty unterliegen Nebenbedingung:

N
i=1

x Faktor ﬁ heift Bessel-Korrektur
— Sei Mittelwert 1 bekannt

LN
G2 L Z PRy
S3 - N p (xl /J’)
Selbe Rechnung wie oben

< S5 >= o0}

Vertrauensintervall fiir p der Binomial Verteilung

B =} )sH0-prt k=01

o Mit m = #ux4, ist der Schétzer

3>
I
3|3

asymptotisch gaufiverteilt :

. 1
p~N (p, = p(1 —p))
n
Gaufk-verteilt wegen Zentralem Grenzwertsatz

e 95 % Konfidenzintervall:

1 1
[T 196/ -2 -2y, 196,/ -2 - T)]
n nn n n nn n

24



e Asypmtotik gilt fiir np(1 —p) > 10
Diskussion Asymptotik

%104

2.5

2.5

L5

05

Abbildung 2.8: Binomial-Verteilung mit p; = 0.5, p, = 0.1, p3 = 0.9

25




e Schiefe muf durch Mitteln klein werden, geht am Rand langsamer.

0.25 T T T P e T T T

0.15F Vi \‘\_ -

1-p
.

0.1 i \ |

005 / %

l:l f 1 | 1 1 1 | | 1 1 A
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p

Abbildung 2.9: p(1-p): Verantwortlich fiir Varianz des Schétzers, ”1-p” muss "Va-
rianz” heifen

e Fiir np(1 — p) < 10: schlage Pearson-Clopper-Werte nach.

Lessons learned:
e Zufallsvariablen haben eine Verteilung, Realisierungen sind eine Zahl.

e Gauf-Verteilung ist wichtig wegen Zentralem Grenzwertsatz.

Hochdimensionale Ridume sind im wesentlichen leer.

Schitzer sind Zufallsvariablen.

Konsistente Schéatzer sind toll.

26



3 Hypothesen Tests

... oder Die fiinf Dilemmata des Testens

3.1 Parametrische Tests

Haufig laufen Fragestellungen auf statistische Tests hinaus.
Alles weitere am Beispiel des t-Tests.

Das Procedere

e Formuliere Nullhypothese Hy:
Hier:
Die Mittelwerte u1, o zweier Gauf-Verteilungen mit gleicher Varianz o2 sind
gleich.
Beachte: Hier stecken drei Annahmen drin
Test ist parametrisch, weil eine parametrisierte Verteilungen, hier Gauf-
Verteilungen, angenommen werden.

e Berechne (analytisch/simulativ) Verteilung einer Testgrofe unter der Nullhy-
pothese.

Hier analytisch:

— Schiitze Mittelwerte fi1, fig fiir jeweils N Messwerte z; und x?:

| N
~ o k o
Nk__N;_lxi’ k=12

Entsprechend Varianzen 6%, 63

N
1
~2 § k_ ~ )2 _
Uk_N_liZI(‘%.i /’l’k)7 k—172

— Berechne das Mittel:

und den Standardfehler des Mittelwertes:

27



A 5 2

— Dann ist unter Giiltigkeit von H
t = (fir — fi2)/Su

t-verteilt mit » = 2N — 2 Freiheitsgraden.
7—2" weil zwei Mittelwerte aus den Daten geschétzt

— Erinnere Definition ¢-Verteilung:

N(0,1)
VX3

— Anschauliche Normierung in der Asymptotik:

t(r,z) =

lim ¢(r,x) = N(0,1)

r—00

. 1
tNN(O,2N_202), p =0 wegen iy = o

— Beachte:

* In der Regel will man Hj ablehnen: Medikament ist besser als Placebo.
Hier 1y # 1

« Unter der Alternative H; hat Test-Statistik (hoffentlich) eine andere
Verteilung als unter H,

« Hier: Anschaulich normierte asymptotische Verteilung von ¢ unter Al-
ternative juy # fio:

1
t~N — g, =0
(Ml M2>2N_20>

28
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Abbildung 3.1: Null-Hypothese Hy und Alternative H;

e Dilemma I des Testens: Jeder kann dazugehoren
— Fiihrt man den Test durch, ergeben sich konkrete Zahlen fiir [y, fio, Sy
und damit fiir ¢

— Test lauft auf Frage hinaus:
Gehort ein Wert - der realisierte t-Wert - zu der - hier - ¢-Verteilung ?

— Problem:

29



Das ist nicht zu verneinen !
Im Prinzip kann unter H, jeder Wert der Test-Statistik - hier ¢ - vorkom-
men.

— p-Wert: Wahrscheinlichkeit fiir Wert grofer ¢:

pzl—/t p(z) dx

—00

Per Konstruktion: Unter Hy: p-Wert der Teststatistik ist gleichverteilt auf
[0.1].

— Ausweg: Verwerfe die Nullhypothese Hy : 1 = o fiir extreme Ereignisse:
p-Wert sehr klein, p-Wert sehr grofs

— Dazu: Wéhle Signifikanz-Niveaus a.

Verwerfe Hy, wenn p-Wert < «

— Typische Werte fiir a: 0.05 oder 0.01
Angewandte Statistik ist kein Fall von Mathematik! 3.24

30



"abgeschnittene" Flache 95%-Quantil (Fehler 1.Art)
Fehler 2. Art

0.45

0.4 r

035

B3

0.25

0.2

DA5F

0.05 -

Abbildung 3.2: Nullhypothese Hy und Alternativhypothese H; mit Signifikanzni-
veau «

— Dabei konnen 2 Arten von Fehlern auftauchen:
Fehler 1. Art: H, wird abgelehnt, obwohl sie wahr ist: falsch positiv
Fehler 2. Art: Hy wird nicht abgelehnt, obwohl sie falsch ist: falsch negativ

— Fehler 2. Art kosten ein gutes Paper
— Fehler 1. Art kosten die Karriere 2.18

e Power of the test: Hiufigkeit der Ablehnung eines Tests, wenn H, falsch.

31
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Abbildung 3.3: Power of the Test, « falsch, x-Achse: Verletzung von H,, y-Achse:
Power

e Tatséchliche Haufigkeit Fehler 1. Art < «: Test ist konservativ.

e Tatsdchliche Haufigkeit Fehler 1. Art > a: Test ist Schrott.

Spielarten des t-Testes:

e Ist ein Mittelwert grofer/kleiner als der andere ?

Einseitiger und zweiseitiger Test, Power diskutieren

e Ein-Stichproben-t-Test: Ist eine Verteilung vertridglich mit einem bestimmten
Mittelwert 7

e Varianzen der beiden Gauf-Verteilugen unterschiedlich, Welch Test
e Stichprobenanzahl ist unterschiedlich
e Gepaarte Tests, spiter

e Keine Gaukannahme, spater
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2.
. che
Ubung :
Die Power des t-Tests

Dilemma II: Dichotomie von Kakutani [28]

e Wenn Hj nicht wahr ist, gilt eine Alternative H; mit Verteilung py, ()

e Nun gilt:
0
lim [ py,(X)py, (X)dX =< oder
N—o00 1

Fiir N — oo werden Verteilungen pg, (X) und pg, (X) immer schmaler.

— Falls pg,(X) # pu,(X) gibt es irgendwann keinen gemeinsamen Triger
mehr.

— Falls py,(X) = py, (X) passiert eh nix

e Wenn ein Test {iberhaupt Power hat, wird Hy mit zunehmender Datenzahl
immer abgelehnt

”All null hypotheses are wrong” (Fischer, 1925) ... but some are useful!”

e lonenkanal Beispiel

Dilemma III: Statistische Signifikanz vs. Inhaltliche Relevanz

e Patienten mit Puls 180 £ 10 Schlige/min
e Ein Medikament verringert Puls auf 170 + 10 Schlidge/min
e Fiihre t-test mit N Patienten durch:

N=5 : n.s.
N=10 : p=20.03
N=100 : p<1077

N=1000 : p< 1072
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— Beliebig kleine Verletzungen der Nullhypothese fiihren zu signifikanten
Unterschieden falls hinreichend viele Messungen N verfiigbar sind.

— Vor Durchfithrung des Testes iiberlegen, welches Ausmaf an Verletzung
der Nullhypothese inhaltlich relevant ist.

— Daraus lasst sich bestimmen, wieviele Messungen N notwendig sind, um
eine sinnvolle Verletzung statistisch signifikant nachzuweisen.

— Fallzahl Kalkulation

e Hier:

— Was ist klinisch relevante Herabsetzung des Pulses ?

— Wie viele Messungen /Patienten N braucht man, um Nullhypothese
Hy: "Medikament hat keinen Effekt.” abzulehnen 7

— Wenn H, dann abgelehnt: Medikament ist sinnvoll.

— Wenn Hj nicht abgelehnt basierend auf N Messungen /Patienten: Gemes-
sen in inhaltlich relevanter Skala hat das Medikament keinen Effekt.

4.24
Dilemma IV: Multiples testen

e Setting: An m Grofken soll ge-t-testet werden, ob sich zwei Spezies unterschei-
den.

Hy : Es gibt keine Unterschiede

Procedere: Mache m t-Tests, jeweils zu Signifikanzniveau «.

Wabhrscheinlichkeit &, Hy abzulehnen:

a=1—-(1—-a)" (1)
e Beipiel: a = 0.01
m=10 = a=0.1
m=100 = a=0.63
m = 1000 = & = 0.99996

Losung 1:
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e Bonferroni - Korrektur:

e Lose Gl (1) nach a auf:
a)lm a

m

e Berechne fiir gewiinschtes (globales) & das notwendige « fiir die Einzel-Tests.

a=1-(1

e Problem :

— « wird sehr klein,
— Test sehr konservativ, keine Power

—> viele Fehler 2. Art
e Variation: Bonferroni-Holm: Korrigiere in jedem Schritt j mit j/m.

Losung 2:
e Ein Experiment (m) zur Hypothesen Generierung,

e ergibt m’ < m Kandidaten.
ein paar echt positive, ein paar falsch positive
e cin zweites Experiment zum Testen mit m/.

Variation iiber dieses Thema:

e AIDS Test
e Erst (billiger) sensitiver Test, der nicht hochspezifisch ist
e Falls positiv, dann mehrfach (teurer) Test, der hochspezifisch aber nicht so

sensitiv ist.

Losung 3:
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e Benutze Binomial-Verteilung B(m,a, k) um Anzahl der erwarteten falsch-
positiven abzuschitzen: False Discovery Rate

(#(Falsch positive)|y,) = ZkB m,a, k)

e Wenn’s viel mehr positive sind, ist da ein Unterschied.

Spezialfall: ANOVA

e Betrachte: Experiment untersucht mehrere Bedinungen in der selben Hinsicht.
e Beispiel Placebo, Medy, ..., Med,; in Bezug auf # Rote Blutkérperchen

e ANalysis Of VAriance (ANOVA) ist die Alternative zu M(M U ¢ Tests.

Herleitung:
e H, : Kein Effekt.
e ) Bedingungen, jeweils N Beobachtungen: x;;

e Mittelwert pro Bedingung

Mittelwert iiber alles:

Varianz aller Daten, genannt 5SSy, S5 fiir sum of squares, ist:

M N
SStotal = ZZ('TU_

i=1 j=1
M N
2
= 2N +2.) (o -
=1 j=1

36



e Erster Summand: Varianz der Gruppenmittel beziiglich des Gesamtmittels
S Spetween Mit M — 1 Freiheitsgraden.

Zweiter Summand: Varianz in den einzelnen Gruppen S.S,ini» und hat
(N — 1)M Freiheitsgrade.

e Unter Giiltigkeit der Nullhypothese folgt ihr Quotient somit einer
F(M —1,(N —1)M) - Verteilung.

1 —
0.8 o]
0.6
0.4 F
0.2} g © g
a
ok E 2
kein Effekt a =
0.2+ { &
-0.4
-0.6 Placebo Medi 1 Medi 2 Medi 3
0.8 F
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Abbildung 3.4: Verschiedene Medikamente im ANOVA-Test. Medikament 2 wirkt,
Medikament 1 und 3 zeigen keine Wirkung

Im Falle der Ablehnung:
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e Ist ANOVA signifikant, stellt sich Frage: Wer war’s 7

e A posteriori Test (Tukey-Kramer oder Scheffé) gibt kritsche Differenz, die die
Mittelwerte iiberschreiten miissen, um als signifikant verschieden angesehen
werden zu konnen.

e Beriicksichtig, daf die Daten fiir die ANOVA schon einmal statistisch "benutzt”
worden sind.

o A posteriori Test hat immer kleinere Power als ein einzelner ¢ - Test z.B. zwi-
schen den grossten Mittelwertsdifferenzen. Es ist daher wichtig!, sich vor einem
Experiment zu iiberlegen, wie die minimal zu testende Hypothese lautet. Man
lauft sonst Gefahr, vorliegende Effekte statistisch nicht nachweisen zu konnen.

Verallgemeinerungen auf
e unterschiedliche Varianzen
e unterschiedliche Stichprobenumfinge
e mehrerer Einflukgrofen, sogenannten Faktoren, Medikamente und Geschlecht

ANOVA in Kurzform: Vergleich der Varianz von Gruppenmittel beziiglich Gesamt-

mittel mit Varianz in einzelnen Gruppen (F-Test). So kann man sich w t-Tests

sparen.

Gepaarte Tests
e Bisherige Annahme: Verteilungen sind unabhéngig

e Werden Daten von den selben Individuen erhoben, so hat dieses eine Auswir-
kung auf die Varianz:

Laber leider nicht iiblich
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Situation

Abbildung 3.5: Gepaarte Werte

Dieses mufs beriicksichtigt werden.
e Man spricht von gepaarten Tests.

e Wie im Falle des gepaarten t - Tests laft sich auch fiir die ANOVA ei-
ne Messwiederholung, i.e. die Abhéngigkeit der Stichproben zu den verschie-
denen Versuchsbedingungen, beriicksichtigen. Dies geschieht z.B. durch die
Greenhouse - Geisser - Korrektur.

3.2 Nichtparametrische Tests
Bisher:

e t-Test ging von Gaulsverteilten Stichproben aus: Parametrischer Test

e Fillt Verteilung sehr viel langsamer als Gaufverteilung ab, z.B. Cauchy-
Verteilung, verliert ¢-Test seine Power, siche Ubung
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Hier:

"Ausreifser” diskutieren, shit happpens

Alternative: Nichtparametrische Tests

Diese sind robust gegen Verletzungen der Verteilungsannahmen

Statt Mittelwerts- dann Lokationsvergleich.

p(z) =p(x+A) Hy: A=0

t-Test geht nach Wilcoxon Rangsummentest (oder U-Test, Mann-Whithney-
Test)
Nullhypothese: Die Verteilungen seien identisch.

Anders formuliert: Die Ringe beider Stichproben sind gleichverteilt beziiglich
der Gesamtheit.

Sei Ny = N, = N. Rénge RF, k=1,2,i=1,...N: Sei

dann

R; =(1,4,5) R;=(2,3,6)

Berechne die Rénge R},..., RL der ersten Stichprobe beziiglich der Gesamt-
stichprobe.

Unter H, gilt:

N N 1 1
R}Y=N?+05N, V R = =N3+ —N?
<; > + . Var (; ) NP+

Mit Zentralem Grenzwertsatz folgt:

N
1 1
W = L (N?+05N —N3 4+ -—N2~ N(0,1
(;leRl (N*+0.5 ))/ : +12 (0,1)

Gute Ndherung fir N > 20
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Fir N < 20, exakte Werte aus Kombinatorik, aber aufwendig zu berechnen,
sind tabelliert

Ursache der Robustheit: Niedrigster Wert hat Rang = 1, hochster Wert hat
Rang = 2N, egal ob Gaulk- oder Cauchy-Verteilung zu Grunde liegt, oder
”Ausreifer”

Gepaarter Fall: Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test
Nichtparametrische ANOVA: Kruskal-Wallis Test oder auch H-Test.

Effizienz

Sind Daten Gaufiverteilt, erkennt parametrischer ¢ - Test eine Mittelwertsdiffe-
renz mit weniger Daten als Wilcoxon - Test, oder bei gleichem N bei kleinerer
Differenz, t-Test hat hohere Power

Geringere Power der nichtparametrischen im Vergleich zu den parametrischen
Tests bei Giiltigkeit der parametrischen Annahmen wird durch die sogenannte
Effizienz angegeben:

Power(NP — test)
Power(P — test)

gegeben die Giiltigkeit der parametrischen Verteilung.

Eff =

Wilcoxon-Test hat gegeniiber ¢ - Test eine Effizienz von 0.95, d.h. der ¢ - Test
hat fiir Gaultverteilte Daten mit 95% der Datenanzahl die selbe Power wie der
Wilcoxon-Test.

Da falsche Verteilungsannahmen zu einem Verlust der Power parametrischer
Tests fiihren, nichtparametrische Tests aber eine Effizienz < 1 haben, folgt

Dilemma V : Power vs. Effizienz

Da Effizienz nahe 1 und nichtparametrische Tests robust gegen Verletzung von
Verteilungsannahmen sind, werden sie heute in der Regel bevorzugt.
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Lessons learned:
e Zentral: Herleiten der Verteilung einer Teststatisitk unter H
e Die fiinf Dilemmata des Testens

— Jeder kann dabei sein, Notwendigkeit eines Signifikanzniveaus

— Mit zunehmender Datenanzahl i.d.R. wird jede Nullhypotese abgelehnt
— Statistische Signifikanz vs. inhaltlicher Relevanz

— Multiples Testen

— Power vs. Effizienz bei parametrischen vs. nichtparametrischen Tests

e Signifikanzniveaus sind kein Fall von Mathematik, sondern Risikoabwigung

42
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4 Parameterschatzung

Literatur:
e D.R. Cox and D.V. Hinkley: Theoretical Statistics [12]
e E.L. Lehmann: Theory of Point Estimation [39]
Motivation: Einfachstes Modell: Lineare Regression, siehe Kap. 10.1

Y, = ax; +€;, € ~ N(O,UQ)

Zwei Fragen, Antworten gehen auf Gaufs zuriick :

(i) Gegeben N Datenpaare (z;,y;), wie bestimmt man a 7

Stichwort: Punktschatzer

(ii) Wie genau ist a aus den Daten bestimmt ?

Stichwort: Konfidenzintervall
ad (i)
e Intuition: a so wahlen, dass y = ax; moglichst nah an den Daten liegt

e D.h. Abstand minimieren, z.B.
N
a = argmin Z(yZ — ax;)?
i=1

Kleinste Quadrate Schétzer oder Least squares estimator

ad (ii)

e Intuition: Wenn o2 grof, ist a schlechter bestimmt
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Abbildung 4.1: Lineare Regression an 2 Datensitzen mit (a) 0> = 4 und (b)
0% =36 A4



e Wenn o? statt o2, gewichten

N 2
R . (yz - a:zci)
a = argmin E —_—
O'.
=1 2

Gewichteter Kleinste Quadrate Schitzer oder Weighted least squares estimator

SN (3”;*‘)2 wird auch als x? bezeichnet. Fiir wahres a ist es auch so verteilt.
Beispiele fiir Modelle

e Regressionsmodelle

— Linear in den Parametern, nichtlinear in x, der unabhangigen Variablen
Y =ao+ a1r +ax® +azxt + ... +e e~ N(0,0%)

1 (v -X0_gajel)?
e 202

i@, Li) =
plusla, 7:) = ——

Siehe Kap. 10.2

— Nichtlinear in den Parametern

y =sinar +¢, €~ N(0,07%)

1 _ (yj—sin az;)?
e 202

i| Ay L) =
pyila, 2i) = ——

Siehe Kap. 10.3

e Dynamische Modelle
— Partiell beobachtete gewdhnliche Differentialgleichungen

&t = f(x,p), z(0)==x¢y dim(z)=n

y(t:) = g(x(ti,p)) +e(ti),  dim(y) =m
m < n

1 _ (w(t) —9(x(ti,p,wo))?
e 202

p(y(ti)|p, x0) = >
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— Stochastische, partielle Differentialgleichungen

— Zustandsraummodell, zeit-diskret

w(t) = Ax(t—1)+€(t), e(t)~ N(0,02)
y(t) = Ca(t)+pt),  plt) ~ N0, 0y)

Stichwort: Kalman-Filter

— Hidden Markov Modell, zeit-diskret
Diskrete Zustinde xq, ...z

ple(t+ D)|x(t),x(t —1),...) = pla(t + 1)]x(t))

Ubergangswahrscheinlichkeiten

ai; = p(x(t +1) = jlo(t) = 1)

Beobachtungen verrauscht
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Abbildung 4.2: Hidden Markov Modell

Stichwort: Baum-Welsh Algorithmus, Viterbi Algorithmus

e Teilchenphysik

Modell fiir Hintergrund bei Higgs-Boson Suche: Hochkomplexe Rechnungen
und Simulationen

Gemeinsamkeit aller Modelle: Sie produzieren eine Wahrscheinlichkeit p(z,a) fiir
Beobachtungen z in Abhéngigkeit der Parameter a
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4.1 Maximum Likelihood Schatzer
Erinnere:
e Bias (Verzerrung) : () — 6,
e Varianz des Schitzers : ((© — (6))2), bestimmt Vertrauensintervall
e Mittlerer Quadratischer Fehler : ((© — ©)2) = bias? + Varianz des Schitzers

Sei X eine parametrisierte Zufallsvariable mit Dichte p(z, a).

Normales Setting:
e a gegeben

e p(z,a) gibt die Wahrscheinlichkkeit fiir =

Hier:
Gegeben N Realisierungen, dann heifst
N
L(zy,...,xNla) = Hp(xi, a)
i=1
die Likelihood
o L(xy,...,xy|a) ist in Abhéngigkeit von a zu lesen

e Daten sind gegeben

e Likelihood: ”Fiir ein angenommenes a, was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
gegebenen Daten entstehen 77

e Likelihood ist keine Wahrscheinlichkeit, da [ p(x, a) da nicht normiert. Im Ge-
gensatz zu [ p(z,a)dr =1

Maximum Likelihood Schétzer (MLE):

e Wihle Parameter a so, dass Likelihood maximal wird
e Intiutiv sinnvoll

e Formal:
OL(z1,...,xN]|a)

da =

48



e Logarithmiere:

L(a) =log L(a) = Zlogp(xi, a)

Da Logarithmus monoton, dndert sich Wert fiir Maximum nicht

Ersetzt schwierig handhabbares Produkt durch einfachere Summe

Ublicher Weise noch ein Minuszeichen, dndert Wert fiir Maximum auch nicht.
Minimierung der Log-Likelihood statt Maximierung der Likelihood

Konvention: —log L wird wieder als Likelihood L bezeichnet

e M.k.z.: MLE-Schéatzer unter milden Bedingungen asymptotisch unverzerrt. Wi-
derspruchsbeweis (Cox/Hinkley p. 288f, hiibsch)

e M.k.z.: MLE-Schétzer unter milden Bedingungen asymptotisch Gaufs-verteilt

VNG — 6y) ~ N(0,%)

mit

Beweis folgt

Intuition: Zeichung
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Abbildung 4.3: Maximum Likelihood Estimator im 2-Dimensionalen, korreliert
malen

6.24
Cramér-Rao Schranke

e Im folgenden alle Indices unterdriickt
e Betrachte Score V:

V= %L(:L‘, a) = 9 logp(z,a) = p(xl, ) %p(x,a) (2)




e Lemmal: <V >=0

<V> = dx p(

/
= e
/

,a) = log p(z,a)

0
Oa
1 0
—p(x,a
o p(z,a)

z,a) da
)

)
,a)

T
T
dx ﬁp(x a

0
= aa/dajpxa

= 0

e Lemma 2: Var(V) = < ad;QL(m a)>

Var(V) = <<%L(az,a)>2>

Betrachte Ableitung nach a von

<V>=0= /d:f;p(x,a)%logp(x,a)

0 0 0?
0= /dx %p(x,a)%logp(x, a) +/dxp(x,a)%logp(x, a)

Mit GL (2) folgt fiir 1. Summanden:

/ dz p(z, a) (% logp(x,a)>2 = Var(V)

und damit: 52
Var(V) = <—@L($ a)>

< gagL(:c a)> heift Fischer Informations Matrix.
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e Betrachte beliebigen, aber unverzerrten Schitzer A(z) fiir Parameter a, i.e.
< 0O(x) >= a.

Lemma 3: < Vl(z) >=1

<Vh(z) > = /dmp(x,a) ! gp(x,a)é(x)

e Betrachte Cauchy-Schwarz Ungleichung:

<(V=<V3)l—<0>)>? < <(V=<V>P><(—<0>)?>
<VO-V<l0>—<V>0+<V><0>>2 < Var(V)Var(h)
<VO>? < Var(V)Var(d)
1 1

V&T’(e) Var(V) = < (—%L(w,a)) >

Die Cramér-Rao Schranke

e Kriimmung der Log-Likelihood bestimmt Varianz der Schétzer.

Varianz des Schétzers ergibt Vertrauensintervalle.

ZEICHNUNG
o M.k.z.: Maximum Likelihood Schitzer nimmt untere Grenze an

1

Var(d =
() < <—§—;L(x,a)> >
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e Effizienz: Sei © ein nicht-Maximum Likelihood Schitzer, dann gilt

BIf©) = et <1

MLE-Schétzer sind das beste Pferd im Stall, holen die meiste Information aus den
Daten.

Konkrete Beispiele

e Gaulsverteilung

Likelihood:

Log-Likelihood

N
1
L = —Nlogo — Nlogv2r — — — )?
(1, 0) ogo 0g V2T — o ;:1 (2i — )
— Schétzer fiir Mittelwert
OL(p,0) 1 !
Top 2T

Damit:
N

. 1 .
HMLE = 37 Z x; das beruhigt :-)

i
Varianz des Schatzers:

PL(p,0) 1 N
o o2 o2
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0? bestimmt Kriimmung der Likelihood: Je grosser o2, desto kleiner die
Kriimmung und damit um so die grofer Varianz des Schitzers

R 1 o?
Var(i) = — 9 =
Ou?
SEM(j) !
= —o0
/'L \/N
Typische %N—Abhéingigkeit
— Schatzer fiir Varianz
do o + o3 XZ:@ 2
N6® = > (z;— 1)’
1
7 = N 2 (i~ f1)?

Erinnere Kap. 2.4: Unverzerrter Schitzer hatte ﬁ

MLE im allgemeinen nur asymptotisch unverzerrt.

Berechnung Var(o?): Hausaufgabe

e Lineare Regression:

Y, = ax; + €, €~ N(O,UQ)

1 (i — az;)”
p(yila, z;) = N exXp T 9,2

Log-Likelihood
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Riickwiarts gelesen: Schitzt man auf Grund (gewichteter) kleinster Quadrate, hat
man Gaufs-Verteilung angenommen
oL !
aia) = Z(yz —ax;)r; =0
Z(yixi —az?) =0
A . ZZ YiZi
AMLE = 3
i
Weitergehende Behandlung in Kap. 10.1 und 10.2
e Exponential-Verteilung
1 1
ple,7) = =7, A==, plx,\) =N
T T
N
L) = J[re™
i=1
N N N
L) = > log(Ae™) => (logh—Az;) = Nlog A — A
i=1 i=1 i=1
dL(\) N
) A ; !
. N 1
A= & =—, T==I
DT T
d?L(\) N
dxz X2
A 22
1% = —
ar(X) N
4.18

4.2 Methods of Moments

e Likelihood manchmal schwer, nur numerisch oder gar nicht zu berechnen

e Dann Methods of Moments eine Alternative
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o Idee:
Berechne Momente g ...
— ... aus den Daten: pu"™

— ... und aus Modell, parametrisierte theoretische Momente z{°° ().

e Definiere Schitzer iiber:

,uzmp :uzheo(éJWM)? kZZ 1,...,m
respektive
Orras = argmin Z(uzmp — e (Oprar))?
k=1
e [.d.R. gilt

Var(éMM) > VGT<éMLE)

Ist das Problem linear in den Parametern, die Fehler Gaufssch und betrachtet
man 1. und 2. Momente, gilt:

éMM = éMLEa Var(éMM> = Var(éMLE)

7.24
4. Wo-
4.3 Bayes’sche Ansatze che

Bisher frequentistisch: Es gibt "wahre” Parameter

Bayes’sche Welt:

e Parameter sind auch Zufallsvariablen

e Alle Wahrscheinlichkeiten sind bedingte Wahrscheinlichkeit
Bedingte Wahrscheinlichkeit

p(A, B)
p(B)

Betrachte Wiirfel: A = {1,2}, B = {1,2,3}

p(A|B) = Wabhrscheinlichkeit fiir A gegeben B
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e p(A, B)=p(ANB)
e p(A)=1/3,p(B) =1/2,p(A,B) =1/3
e p(A|B)=2/3

Satz von Bayes

~ p(A,B)
_ p(A,B)
_ p(B[4)p(4)

9.24
Mit A = 0 und B = Daten und p(Daten) = const folgt

p(0|Daten) o p(Daten|d) p(0) (3)

Die Likelihood p(Daten|) wird durch den prior p(6) verziert.

e Der prior p(f) ist auch bedingte Wahrscheinlichkeit, bedingt auf das Vorwissen

p(0]Daten) heift a posteriori Verteilung

Liefert Maximum a posteriori (MAP)-Schétzer und seine Verteilung.
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0.3 . T

Likelihood
Prior
MAP

0.25

0.2

0.15

0.05-

Abbildung 4.4: Einfluss des Priors bewirkt Bias, aber kleinere Varianz, aber nicht
in dieser Abbildung :-)

e Logarithmiere Gl. (3)

N
log p(6| Daten) o log p(Datenl|d) + log p(0) = Z log p(x;,0) + log prior(0)

i=1
Einfluf log-Likelihood : O(N), Einfluft Prior : O(1),
Asymptotisch hat prior keinen Einfluss
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e Problem: Prior im allgemeinen nicht bekannt
e Liefert im frequentistischen Sinne im endlichen verzerrte Schétzer

e Vorteil Bayes’scher Verfahren: Prior kann sinnvoll Vorwissen einbauen

Akkumulation von Information bei Folge von Experimenten, experimentelle
Versuchplanung [38], empirical Bayes

Speziell wichtig bei schlecht-gestellten inversen Problemen

e Einfachstes Beispiel:
y = Axr+e
P = Aly
y wird gemessen, x soll ermittelt werden

e Ist A singulir oder schlecht konditioniert, i.e. fast singulér, grosse

grofter Eigenwert

Konditionszahl = - -
kleinster Eigenwert

wird x zwar unverzerrt geschétzt, aber Schétzer hat riesengrofse Varianz &
damit grofen mean square error

MSE =< (& — 2¢)* >= Bias® + Var(z)

e Prior kann Var(z) (stark) reduzieren, bewirkt aber (nur kleinen) Bias.

Stichwort: Regularisierung
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Van 8)
bias{d)
Van d)+bias(d)

Var(} / bias{{}

Einfluss des Priors
Abbildung 4.5: Verhalten von Bias? und Varianz je nach Einfluss des Priors, bias?

muss bei Null anfangen

Sinnvolle priors:
e |al sei klein: p(a) o e la

e Schitzen einer Funktion f(x,a).

60



f(z, a) sei glatt: p(f(z,a)) o exp(—L> f(, 0))
Berechnung von p(f|Daten)
e Fiihrt auf komplizierte hoch-dimensionale Integrale

e Monte Carlo Markov Chain Verfahren [20,29, 49|, siehe Kapitel 14

e Stochastischer Prozefs auf den Parametern

e Stationdre Dichte ist die gewiinschte, sample davon

4.4 Profile Likelihood

Konfidenzintervalle basierend auf Fisher Information Matrix:

Likelihood

f:
JD

Parameter ¢

Abbildung 4.6: Fisher Information Matrix
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e Starke Annahmen an die Asymptotik: Quadratische Ndherung muss stimmen

Gilt global nur fiir lineare Modelle
Y= Z a;T €
Sonst nur lokal um Optimum

o Gilt die Asymptotik, zwei mdgliche Aussagen:

— Quadratisch: Endliche Konfidenzintervale

— Flach: Parameter nicht bestimmt: Strukturell nicht-idendifizierbar

x Parameter kann auf Grund der Modellstruktur nicht bestimmt werden
s (Triviales) Beispiel
y = (ab)z
* (Hochgradig) nichttriviale Beispiele z.B. bei partiell beobachteten Dif-
ferentialgleichungen
e Nicht reparametrisierungsinvariant.
Transformiert man Parameter, z.B. logarithmieren, &ndern sich Konfidenzin-

tervalle nicht entsprechend der Transformation

e Gilt die Asymptotik nicht, kann alles passieren

Alternative: Profile Likelihood
PL(6;) = max L(0)
O
Fahre jeden Parameter durch, reoptimiere die anderen
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=

Abbildung 4.7: Profile Likelihood Schéitzer, Wahl des Vertrauensintervalls

Konfidenzintervalle gegeben durch:

PL(0;) — Lw_} < X%l—a,l)
Begriindung in Kap. 5.2
Eigenschaften:

e Sehr viel schwichere Asymptotik als Fisher Informations Matrix basierte Kon-
fidenzintervalle. Konvexitédt der Likelihood ausreichend.

e Reparametrisierungsinvariant

Erlaubt Aussagen, wenn quadratische Niherung nicht giiltig

Ermdoglicht Modellreduktion

Ermoglicht experimentelles Design
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Profile Likelihood
~
n

Profile Likelihood
~
in

L I L I L
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 =l
5]

Abbildung 4.8: Mdogliche Verliufe untere, obere Schranke s. Ubung

e Ermoglicht Definition von praktischer Nicht-identifizierbarkeit [54]: Profile li-
kelihood nicht flach, aber Konfidenz-Intervall unendlich.

Ein Fall, der hdufig mit mehr Daten zu losen ist
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Lessons learned:
e Maximum likelihood Schitzer das beste Pferd im Stall
o Gauf-verteilter Fehler => MLE = gewichtete kleinste Quadrate

e Cramér-Rao Schranke gibt maximal mdgliche Genauigkeit

Bayes’sche Verfahren kénnen Vorinformation beriicksichtigen

Profile Likelihood ist hoch-informative Alternative zu asymptotischen Konfi-
denzintervallen
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5 Modellselektion

In der Regel ist das wahre Modell nicht bekannt, eine endliche Anzahl von Kandi-
datenmodellen liegt vor

Zwei wichtige Fille
e Geschachtelte Modelle (nested)

— Sei M, ein Untermodell mit r; Freiheitsgraden (6;) von
— wahrem Obermodell My mit ry Freiheitsgraden (6s)

— Hy: M ist eine zuldssige Vereinfachung von M,

Einfachster Fall:

— M;: 1. Komponente von ¢; = 42
— Ms: 1. Komponente von 6, C R
— 71 =T9 — 1
e Nicht-geschachtelte Modelle (non-nested)

— M, und M; streiten sich um Erklirung
— Mi: y = sinax vs. My: y = exp(bx) + ca?
— M und M, stehen fiir unterschiedliche Physik

Definition: Konsistentes Modellselektionsverfahren: Fiir N — oo wird das wahre
Modell mit Wahrscheinlichkeit 1 gefunden, sofern es unter den Kandidaten ist

Occam’s Rasor: Mache es nur komplizierter, wenn es sein muss.

Alle Modellselektionsverfahren

e tragen dem Umstand Rechnung, dass ein groferes Modell immer mehr erklidren
kann

e bewerten statistisch, ob sich der grofere Aufwand lohnt
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5.1 F-Test

Mutter aller Modellselektions-Test:
Gegeben

e Regressionsmodelle, Gauft’sche Fehler, Least-Squares-Schétzproblem
e Modell M; mit k; Parametern, x?(M;), Degress of Freedom: N — k;
e Modell M, mit ky Parametern, x?(M;), DoF: N — ky

e Modelle geschachtelt mit ky > ky

o M, wahres Obermodell

e Hy: M ist zulassige Vereinfachung von M,

e Unter Hy:
(X*(My) = xP(My))/ (kg — Fy)

B = 0 (N — ks — 1)

ist F-verteilt mit ko — k; und N — ko — 1 Freiheitsgraden.
e Beispiel

— My:y=a+bx
— My y = a+ bz + ca?
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10 T T T
O Daten: Xx+14¢ [ ~ N{0,1))
Fit: ex2+bx+a
Fit: bx+a
o
[#]
5l i
ok i
D
]
O
'R ! ' '
-5 2.5 0 2.5 2

Abbildung 5.1: Verrauschte Daten eines linearen Verlaufs mit gefitteter Gerade
und gefitteter Parabel. Zusétzliche Zeichnung mit Parabel als wahrem Modell.

— F-Test misst Mak des overfitting

e Senkt man Signifikanzniveau o mit N, ergibt sich konsistentes Selektionsver-
fahren [4,47|. Ist Hy wahr, wird sie nicht abgelehnt
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5.2 Likelihood Ratio Tests

Beste Theorie-Literatur: [12]

Nomenklatur:

e Gegeben Modell M mit Parametervektor § C R".

e Wahrer Parameter: 6,

~

e Geschitzter Parameter: 0
Erster LRT:

e Hy: M ist wahr

e M, : M ist nicht wahr

Annahmen:

1. 6y liegt nicht auf dem Rand des Parameterraums. Dann MLEs asypmtotisch
normal, i.e.:

VN - 6y) ~ N(0,%)

mit

A\ -1
9?L(0)
Y>=-—N
( 00,00,
3. Das Modell sei identifizierbar, i.e. 6 ist eindeutig aus den Daten zu bestimmen,
siehe Identifizierbarkeit in Kap. 4.4.

dann gilt asymptotisch:

2(L(0) — L(60)) ~ x;
Differenz der log-likelihoods ist ratio der likelihoods

Beweis
. o . .
L(6y) = L(0)+ 88»L<9)(90 —0) +
1(9 —6)" 8—2L(é)(9 —0) 4+ 0(|60 — 6])
247" 80,00, ° ‘
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2. Term RHS = 0 wegen MLE.

Vernachléssigung von Termen héherer Ordnung

¥~ ! dreht die Kovarianzen der 6 raus.

Quadratischer Term wird Summe iiber r quadrierte Standard Gauf-
Verteilungen = x?2 -Verteilung

~

Lose auf nach 2(L(0) — L(6y))

e Da L(6y) nicht bekannt, eher von theoretischem Interesse, macht aber Prinzip
klar.

Aber [72]:
e Schitze 0, aus allen Daten

e Viele 6 aus Untermengen

e Teste, ob Verteilung 2(L(0) — L(fy)) stimmt

2. LRT: Gegeben zwei Modelle
Annahmen:

1. Die Modelle sind geschachtelt, sei M, ist Obermodell von M;.

2. Das Obermodell ist richtig spezifiziert

3. Die wahren Parameter liegen nicht auf dem Rand des Parameterraums
4. Alle Parameter sind identifizierbar unter der Nullhypothese.

Hy: M ist eine zulédssige Vereinfachung von M,

Dann gilt asymptotisch, selbes Argument wie oben:

~ ~ A A

2[L(6) — L(61)] = 2[(L(65) — L(6y)) — (L(61) — L(60))] ~ X7, — X3\ = Xrary
Beweis

e Analog zu oben
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e Rausdrehen der Korrelationen
e Summe iiber quadrierte Standard-Gaufverteilungen fiihrt zu y2-Verteilung
5.18
Bemerkungen

Verteilung der LRTs folgt aus asymptotischer Gaufianitat der Schétzer

LRT fiir Regressionsfall = F-Test, siche z.B. [62]

Konsistentes Modellselektionsverfahren:
Fiir N — oo und Signifikanzniveau o gegen Null wird das wahre Modell mit
Wahrscheinlichkeit = 1 gefunden

Verwandte Tests: Wald Test, Lagrange-Mulitplier Test

Profile Likelihood ist LRT auf einen Parameter, daher x? Verteilung
5. Wo-
Bei vielen Modellen aufsteigender Komplexitit: Selektionsstrategien fiir I-Test, cphe

LRTs:

e Forward Selection

— Aufsteigend kompliziertere Modelle testen
— Nachteile:
x Falsch Negative = Early stopping
* Es gibt mitunter keine natiirliche Ordnung im Nichtlinearen

e Backward Selection

— Vom generellsten Modell absteigend
— Nachteil
x Was ist das generellste Modell ?

x Existenz des Obermodells ?

e Stepwise Selection
Nach jedem Forward-Schritt, wieder Backward-Schritte
Ist empfohlen
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5.2.1 Nicht-Standard Testsituationen

"Nicht-Standard” meint: Annahmen fiir obige Resultate nicht erfiillt.

Héaufigster Fall:
e Unter Hj liegt Parameter auf dem Rand des Parameterraums [63, 73]

Folge: Schitzer kann nicht Gauf-verteilt sein.
e Beispiel: a skalar, Parameterraum a > 0

—HUZGZO
—H1:a>0

Unter Hy, statt (asymptotischer) Gaukverteilung :

— Potentiell negative Werte werden 0

— Potentiell positive Werte bleiben, wie gehabt

2
e (0)

N A P

12 0)

®

®

Abbildung 5.2: 2D-Parameterraum: (N] zeigt die zuldssigen Parameterwerte unter
H,. Unter der Nullhypothese ist der Parameter am Ursprung lokalisiert. Die asym-
ptotische Verteillung des Likelihood Ratio Test ist eine Kombination aus x2, x3 und

X2 mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten, die vom Winkel in C abhingen. [63]
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o Test Statistik:

Abbildung 5.3: Normal vs. Nichtstandard

73

1 1
2[L(02) = L)) ~ 53¢ + 538 xE = 3(0)
Standard
Nicht-Standard |
0 O.Il 0.2 0;3 0;4
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Nicht-Standard |
Standard

0.1

0 1 2 3 2 5
Abbildung 5.4: Kumulative Verteilungen

e Wichtig: Beriicksichtigt man "Parameter auf dem Rand” nicht, wird der
Standard-LRT konservativ.

5.2.2 Nicht geschachtelte Modelle [73]

Sind die Modelle nicht geschachelt (non-nested) kénnte man allgemeines Obermodell
als grofse Schachtel nehmen.
Verbietet sich im allgemeinen, da

e Anzahl der identifizierbaren Parameter begrenzt, siche Kap. 4.4

e Dann stiandig Nicht-Standard Test Situationen auftauchen wiirden
Simulativer Ausweg:

e Fitte Modell 1 und 2 an die Daten, berechne die Differenz ihrer Likelihoods

e Nimm an, Modell 1 ist korrekt

e Simuliere vielfach Daten aus Modell 1

o Fitte beide Modelle an die simulierten Daten
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Bestimme daraus die Verteilung der Differenz ihrer Likelihoods

Checke, ob Originalfit-Likelihood-Differenz mit simulierter Differenz-Verteilung
vertraglich ist

Mache das selbe ausgehend von Modell 2

Vier Moglichkeiten

— Beide Modelle werden abgelehnt
— Modell 1 oder Modell 2 wird abgelehnt
— Kein Modell kann abgelehnt werden

5.3 Akaike Information Criterion (AIC)

Akaike selber nannte es in [2] An Information Criterion, AIC :-)
Originalliteratur: [1,2] schon dargestellt in [37]

Grundideen:

e Vereinigung von Parameterschitzung und Modellselektion

e Basierend auf einem Entropiemaf: Kullback-Leibler Distanz, einiges Ausinte-
grieren und Nahern

e Formal analog zu Cross-Validation [68]

Fiihrt auf
AIC(M) = =2L(p) + 2k, k = dim(p)
Zur Modellwahl, wihle Modell mit kleinstem AIC, kein schrittweises Vorgehen.
Kommentare:
e Auf Grund der Einfachheit sehr beliebt.

e Aber: Betrachte geschachtelte Modelle M; und My mit Ak = 1, in M; ein
Parameter fixiert

AIC(My) = —2(L(M,)) + 2k,
AIC(My) = —2(L(My)) + 2ks
AIC(My) — AIC(M,) = —2(L(M,) — L(M,)) + 2
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5.4

Erinnere LRT:

Unter H
2(L(M,) — L(M:)) ~ xi

Ergo: AIC ist LRT mit kritischem Wert «

X2(2) =, ergibt a =15.7%

Im test-theoretischen Sinne: 15.7 % Fehler 1. Art

Fiihrt systematisch zu zu komplexen Modellen
Kein konsistentes Modellselektionsverfahren
Aber gut, um Modell mit guter Vorhersagekraft zu finden

Verhalten fir Parameter auf dem Rand und bei nicht-identifizierbaren Para-
metern unklar

Literatur: |64]

Bayes’sches Information Criterion (BIC)

Geniales vier Seiten paper [61]

Annahme: Schwéchste Bayes’sche Priors und Vernachlédssigung von Termen
héherer Ordnung

Ergibt

BIC = —2L(p) + klog(N), k= dim(p)
Beriicksichtigt Datenanzahl

Signifikanzniveau fiir einen Parameter Unterschied [70]

Prob(x3 > log(N))
Wahl des kleinsten BIC ergibt konsistentes Modellselektionsverfahren

Vergleiche AIC vs. BIC, siehe [3,7,34,45,70]
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Lessons learned:

e Modellselektionsverfahren bewerten hohere Erkldrungsmdoglichen komplexerer
Modelle in Anbetracht der héheren Anzahl der Parameter (Occam’s Rasor).

e F-Test und Likelihood Ratio Test legen Skala fest, Teststatistik

AIC und BIC reihen einfach nur

F-Test, LRT Test und BIC sind konsistente Modellselektionsverfahren

AIC bevorzugt systematisch grofere Modelle als notwendig
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Teil 11
Numerik

Es gibt zwei Sorten Numerik:
e Die, die man verstehen sollte, und ..

e ... die, die man nur zu kennen braucht

6 Erzeugung von Zufallszahlen

e Problem:

Wie auf einem (deterministischem) Computer "zuféllige” Zahlen erzeugen 7

e Diskussion: Erkennen von Zufall. Statistische Hypothese 5.6 ist zufillig” ist
nicht abzulehnen. Ebenso ”5.6 ist deterministisch.
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2 T T T T
o sin(st) (t=t_ +0.5)

1.5f H o flt) ~N(0,1) !

f(t)
o

Abbildung 6.1: Sinus Reihe und weiftes Rauschen

e Zufall = Nicht Vorhersagbar, de facto Definition

e [osung :

(Deterministische) chaotische dynamische Systeme zeigen Eigenschaften, die
von echtem Zufall nicht zu unterscheiden sind.

Mutter aller chaotischen Systeme: Das Lorenz-System

— Langfristige Wettervorhersage nicht moglich
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Navier-Stokes Gleichungen in einem Kasten

Randbedingungen: unten (Erde) warm, oben (Weltraum) kalt

Fourierentwicklung fiir Temperatur, Druck, Dichte

— Nur erste Mode mitnehmen

— Ergibt:
oy —x)
= z(p—2z)—y
z = xy— Pz

— Mittagessen Anekdote

— Chaos = Empfindliche Abhingigkeit von den Anfangsbedinungen. Positi-
ve Lyapunov-Exponenten

Abbildung 6.2: Lorenz 1963 'Deterministic Aperiodic Flow’ [42]
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Lorenz

"lorenz.dat" using 1:2
"lorenz1.dat" using 1:2 -------

30

20

10

10 F

20 +

-30

25

20

15

10

Lorenz 1963 'Deterministic Aperiodic Flow’ [42]

Abbildung 6.3

e Zeichnung Max(i+1)/Max(i)

o (Pseudo-)Zufallszahlen-generator: Poincaré - Schnitt durch ein hochdimensio-
nales deterministisches chaotisches System.

e Ahnliche Werte von x(t) habe sehr verschiedene Werte (¢ + 1).

e replace by Dreieck (0.,1;1)

e Alle ZV-Erzeugung basiert auf gleichverteilten Zufallsvariablen

e replace by

x(t) C [0,1]

z(t+1) = flx(?)),
z(t+1) = axz(t) mod 1,

a sehr grofse Zahl
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L { | { |
Zufallszahlengenerator
O Startwerte (kleine Abweichung)

O  Endwerte (groke Abweichung)

0.9

0.8

0.7

0.6

0.4

0.3g.

0.2

0.1«

Abbildung 6.4: Prinzip eines Zufallszahlengenerators

Transformationsmethode:

e Zufallsvariable X
e Bilde Y (X)

e Es mufk gelten

1:/mmm:/@
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px(a(y)) = / dy oy (3)



ergo:

e In der Regel:

— X gleichverteilt
— Y(X) klug gewihlt

— Fiir Verteilung von Y gilt somit

dx dx
py(y) = px () @ = @
Beispiele:
e Exponentiell verteilte Zufallsvariablen
1
_ Zy/T
ply) = e
— Sei X gleichverteilt
— Wiéhle y(x) = —logz, x = e
— Gibt: p
T
p— —_— pu— _y
p(y) i
e Standard Gauk-verteilte ZV
1 y?
= (& 2
p(y) NG
— Hier zweidimensionale Transformationsmethode, Box-Miiller Verfahren
(9($1, .1'2)
) = x1,T YR
p(y1,y2) = p(z1, 22) An.va)

|.|: Determinate der Jacobi Matrix

— Sei X gleichverteilt
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— Wihle klug:

Y1 = +/—2logxy cos2mas
Yo = +/—2logx;sin 2wy

1
T, = exp {——(yf + yg)}

2
Y2
r9 = — atan —
2m Y1
'8(:51,352) I S E S S /2
O(y1,92) Vo V2T

— Liefert zwei Standard-Normal verteilte Zufallszahlen fiir zwei gleichver-
teilte.

— Allgemeine Gauls-Verteilung durch Shift um g und Skalierung mit o

e Cauchy

— Sei z gleichverteilt in [—0.5,0.5]

— Dann ist y = vy tan mx Cauchy-verteilt wegen

1
241

(atan z)" =

pCauchy(xa 07 1) = tan<7T(U{_1/27 1/2]>
— Es gilt auch:
N(0,1)"
N(O, 1)

Merke: Quotienten von Zufallsvariablen kénnen garstig sein

"Cauchy(y,0,1) =
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Lessons learned:

e Zufallszahlenerzeugung in deterministischem Computer beruht auf Nichtlinea-
rer Dynamik

o Gleichverteilung ist die Mutter aller Zufallszahlen

e Die anderen z.B. durch Transformationsmethode
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7 Losung linearer Gleichungssysteme

Gegeben Matrix A und Vektor b, finde Vektor x fiir:

Ax =10
Ubiquitdres Problem:
e Physik: Streuexperimente, Rheologie
e Numerik, siehe Kap. 9 Optimierung, Kap. 10 Nichtlineare Modellierung.

e b i.d.R. fehlerbelastet
Ar =b+ ¢

Ziel :
= A7'b, oder manchmal: # = A™'0, A~ modifiziertes A~}

Probleme und Methoden unterscheiden sich nach Eigenschaften der Matrix A:

e Asei N x N Matrix (wichtigster Fall)
Gute Chance fiir eindeutige Losung.
Mogliche Probleme:
— Lineare Abhéngigkeit von Zeilen/Spalten von A
* Matrix singulir = keine eindeutige Losung.
— "Fast” lineare Abhingigkeit

* Matrix schlecht-konditioniert.

x Seien \; die absteigend sortieren Eigenwerte:
Konditionszahl K:

A1
K=—
AN
x Grofes K: Fehler auf b wird in Losung x verstirkt, siehe unten.

— N sehr grof:

*x Rundungsfehler konnen kumulieren.
e Asei M x N Matrix, M < N (oder A sei singuldre N x N Matrix)

— Unterbestimmtes Gleichungssystem.
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— Losung nicht eindeutig.

— Losung durch Zusatzforderungen eindeutig machbar, siche unten.
e Asei M x N Matrix, M > N

— Uberbestimmtes Gleichungssystem.

— Suche einen Kompromif, der Gleichungen simultan moglichst gut erfiillt.
— Fiir "moglichst gut” im Sinne des Mittleren quadratischen Fehlers folgt
eindeutige Losung durch:
(ATA)x = ATb
= (ATA) AT
(AT A)~1 AT heifit Pseudo-Inverse oder auch Moore-Penrose-Inverse. Wird
in Kap. 10 Nichtlineare Modellierung behandelt.

— Schnack iiber “double descent”

6.18

7.1 Gaul-Jordan - Elimination

A sei N x N Matrix, gut konditioniert.

e Grundlage:

Bilden von Linearkombinationen des Gleichungssystems dndert die Losung
nicht.

o Idee:
Bringe System auf obere Dreiecksgestalt.

Sei:
Ei D apT .. appxT, = bl

die i-te Zeile des Gleichungssystems.

e Eliminiere zj in Ej.4,..., E, durch:
for (k=1,...,N):
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o
miy = —& j=k+1,...,N
(k)
s

= E® —myEY

1

kD)

a,(:z) heifit Pivot-Element.

Ergebnis:

AN =y, W =g, Az =b<= Uzr=g U wie upper

Y

Losung = durch Backsubstitution
for (k=N,...,1):

1 N
i = U [gk - Z Ulcjxj]

Jj=k+1
Problem:
Wenn a,i? klein, fiithrt das in
k+1 k al)) k
gkt _ pk) _ Lik_ (k)
i [ (k) 'k
Ay,

zu Rundungsfehlern
Losung:

— "Equilibriere” die Matrix A

— Sortiere die Zeilen vorher so, daf immer grofse Zahlen auf der Diagonale
stehen:

— Heifst Pivoting, ausfiihrliche Diskussion in Stoer Kap. 4.5
Zeichnung
Kompexitit: O(N?)

Nachteil: Muf fiir jedes neue b neu berechnet werden
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7.2 Matrix-Zerlegungen

Matrix-Zerlegungen machen einem das Leben einfacher

7.2.1 LU-Zerlegung
N x N Matrix 146t sich schreiben als

A=LU

mit

L: untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonale

U: (beliebige) obere Dreiecksmatrix.

Crout’s Algorithmus macht Zerlegung elegant (mit pivoting).

Stabil fiir gut konditionierte Matrizen

Kompexitit: O(N?)

Anwendungen:

e Losung fiir Az = b durch Forward- und Backsubstitution

Az = (LU)x=LWUzx)=Ly=1»>
Ly = b
Ur =y

Vorteil: Zerlegung muss fiir verschiedene bs nur einmal berechnet werden

e Berechnung von A~! durch:
for (j=1,...,N)

©)

Losungen z;”’ geben Spalten von A~

e Sparsame Berechung der Determinante durch

det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = [ [ s

mit O(N?3) statt O(N!) bei der definitionsbasierten Berechnung. 6w
. o-

che
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7.2.2 Cholesky-Zerlegung
e Sei A symmetrisch und positiv definit, i.e. vAv > 0 Vv # 0

e "Wurzel” der Matriz:

A=LL" L wie lower triangular
e Kovarianzmatrizen fallen in diese Klasse.

Erzeugung korrelierter Gaufscher Zufallsvariablen:

e Kovarianzmatrix, fiir < x; > =0

Bilde:
BBT =C

e Erzeuge unkorreliere ZVs y; und bilde korrelierte durch:
=By

e Beweis:

C =< zx’ >=< By(By)" >= B<yy" > B = B§;;B" = BB" =C

7.2.3 Singulirwert-Zerlegung
A sei N x N Matrix, schlecht konditioniert

e Konditionszahl revisited:

Konditionszahl K:
A

K=||A||||A‘1||=AN

mit |Z] Euklidische Norm, ergibt sich Spektralnorm ||A||

A TAT A
||A|| :== max M — max 4/ 2 a V Amax(ATA)  Klammer = "von”

2#0 || 240 Tr
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e Wie gehabt:
Ax =10

e Einflult von Fehler Ab auf b auf das geschitzte £ = = + Ax:

— Betrachte
Az +Az) =b+ Ab

— Aus
Ax = A"TAb

folgt die Abschétzung:

|[Az| < [JATH] |AD)

— Fiir die relativen Fehler |Ax|/|z| folgt mit

b = |Az| < [[A]] [z],

insgesamt:
|Az] 1y 1A
< [[AIIA = = K(4)
|z] 0]

— Ergo, grofes K = Verstidrkung der Fehler auf b.

N
b

— K = 10% ist desastrds in single precision.
e Singular-Value-Decomposition ~ (SVD),  Karhunen-Loéve-Transformation,

Hauptkomponentenanalyse

— Liefert

A= U [diag(w)] VT,
mit
x orthogonalem U, N x N Matrix

x diagonaler N x N Matrix W mit Singulirwerten w; > 0, Vorzeichen
in U und V absorbiert ?

x orthogonalem V', N x N Matrix

2Ist A symmetrisch, sind die singuliiren Werte identisch mit den Eigenwerten.
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Betrachte

Fiir die Mathematik, siehe Stoer, Bulirsch [67] Kap. 6.7

Inverse :

A~ =V [diag(1/w;)] U

Losung von Ax = b

r =V [diag(1/w;)] U"b

Vorteil gegen Gauf-Jordan: b muss nicht vorher bekannt sein.

Gehort zu den 5 wichtigsten Routinen, wo gibt.
Geht auch fiir M x N Matrix, M # N.

: A sei N x N Matrix, singuldr oder schlecht konditioniert
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A-X =b
(a)

null

space

of A ) .

solutions of

solutions of A-x=¢
A-x=d S

SVD “solution™
of A-x=c¢ ¢

range of A )

SVD solution of
A-x=d

Abbildung 7.1: Singularwertzerlegung

e Anschauung:

— Die Eigenvektoren zu den 0- (oder kleinen) Eigenwerten machen beim
Invertieren die Probleme.

93



— Sorgen fiir grofse Fehler.
— Losung: Fiir kleine Eigenwerte w;, setze in Gl. (4) 1/w; =0 (co =0 :-)

e Mathematisch:

— Es wird das z minimaler Norm bestimmt.

* A singuldr. Es gibt Kern z; mit
AZL’k =0

Bildraum (range) von A hat dim < N
x Mit x,; nicht aus dem Kern gilt

T = Tpr + Ty

x Gewdhlte Losung : © =

— Erinnere Bayesianismus, Stichwort: Regularisierung:

x Zusatzinformation, um die Losung eindeutig zu machen.
Hier :
Ar=b 7 4 7 |z| minimal

* Regularisierung bewirkt:
Reduktion der Varianz auf Kosten eines bias, siche Ubung

e Minimum norm Aquivalent zu:

Suche Losung, fiir die gilt:

Suche x,das r = |Az — b|* minimiert
Bemerkung : Alle besprochenen Algorithmen haben Aufwand O(N3)
Es gibt spezielle Methoden fiir

e Schwachbesetze grofse Matrizen. Stoer/Bulirsch Kap. 8
Aufwand O(N) oder O(N?)

e Inverse fiir "leicht verdnderte” Matrizen, Recipes Kap. 2.7:

— Sherman-Morrison Gleichung
— Woodbury Gleichung
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e Speziell strukturierte Matrizen, Recipes Kap. 2.8 :

— Matrizen mit Bandstruktur (z.B. bei Finite Element Methods)

j—1
%

— Vandermonde Matrizen a;; = «
— Toeplitz Matrizen a;; = ;_;
e Bestimmung von Eigenwerten /Eigenvektoren
RECIPES Kap. 11, Stoer/Bulirsch Kap. 6
— Givens- und Householder Reduktionen
— A = QR Zerlegung, @ orthogonal, R obere Dreiecksmatrix

— Hessenberg-Form, ab erster Unterdiagonale besetzt
Ubung;:
Bias und Varianz bei der Losung schlecht-gestellter inverser Probleme.

Ubung:
Erzeugung korrelierter Gaufsscher Zufallsvektoren

Lessons learned:
e Gaulk-Jordan Elimination

e Verschiedene Zerlegungen, die einem das Leben leicher machen:
LU, Cholesky, Singulérwert, ...

e Singuldrwert-Zerlegung liefert minimum norm Losung bei schlecht-gestellten
Problemen
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8 Nullstellensuche

e Aufgabe: Gegeben f(x), bestimme z, so dak:

f(zo) =0
e (Geht i.a. nur iterativ.

e Wichtiger Begriff:

Konvergenzordnung iterativer Algorithmen, auch wichtig fiir Kap. 9 Optimie-
rung und Kap. 10 Nichtlineare Modellierung.

Sei €(i) die nach ¢ Iterationen verbleibende Unsicherheit, so ist die
Konvergenzordnung ~ definiert durch:

lim €(i + 1) = const €(4)”
71— 00

Eindimensionaler Fall
Bisection

e Wihle zwei Punkte z; und x,, die die Nullstelle umschliefsen, i.e. f(x;)f(x,) <0

Lr—Ty

2

e Bestimme T ipe =
e Ersetze Ausgangspunkt mit dem selben Vorzeichen wie f(z i) durch xpzipe.
e [teriere dies, bis gewiinschte Genauigkeit erreicht.

e Entwicklung der Unsicherheit:
. .
e(i+1)= 56(2)

somit lineare Konvergenzordnung ~.

e Anzahl n notwendiger Iterationen fiir gewiinschte Genauigkeit ¢ bei Anfangs-
unsicherheit ¢j :

€0
n = log, —
€
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e Global konvergent, aber langsam.

Sekanten-Methode

e Setzt hinreichende Linearitit voraus.

Abbildung 8.1: Sekanten-Methode

e Iteration:

o zio1f (@) — @i f(zi1)
i f(@i) = f(@i)

o Es gilt
5+1
lim €(i + 1) = const e(z’)ﬁ;l, \/_;_ = 1.618... = Goldener Schnitt
1— 00
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somit superlineare Konvergenz ~y

e Nullstelle nicht notwendiger Weise umschlossen = Sekanten-Methode kann
divergieren
Regula falsi

e Wie Sekanten-Methode, aber verwerfe x; oder z, je nachdem ob f(x;) f(x;1) >
0 oder f(z,)f(zi41) >0

Abbildung 8.2: Regula-Falsi-Methode

e Konvergenzordnung v > 1, i.a. langsamer als Sekanten-Methode, aber sicher
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e Sekanten-Methode und Regula falsi kénnen sehr langsam sein.
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Abbildung 8.3: Beispiel bei dem Sekanten- und Regula-Falsi-Methode sehr viele
Iterationen brauchen

Newton-Raphson
e Nutzt (und bendtigt) 1. Ableitung

e Idee: Taylor-Entwicklung:

: J"(@3) o
Fl@iv1) = fzi+0) & flai) + fi(2i)d + =207+ ...
e Nah an der Nullstelle f(z; +d) = 0, 6* < 1, everything well behaved, folgt
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) S
0= T T T )

e Konvergenzordung bestimmen

A C0)
T @) ©

— Taylorentwicklung fiir f(z;), f'(z;) um Nullstelle xy ergibt (alle Indices
unterdriickt):

fetd = f@)+ef @+ v fw) =0
flx+e) = fllx)+ef'(x)+...

— Einsetzen in Gl. (5) ergibt:

e f'(a) + LD
€; = € —
i f'(x) + e f'(x)

Erweitern: i)
2 T
f(x)+ef"(z) ef(z)+ ==

T el @) f@) +af (@)
— Mit ¢, f"(z) < f'(x) folgt:

1
lim €11 = /(@) €2
1— 00

2f"(x) "

quadratische Konvergenzordnung

— Aber nur lokal konvergent
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Abbildung 8.4: Newton-Raphson-Methode konvergiert

Abbildung 8.5: Newton-Raphson-Methode divergiert
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()

Abbildung 8.6: Newton-Raphson-Methode ungliicklich gewahlter Startpunkt
e Gut zum "Nachbrennen™ Anfangs Bisection, spater Newton-Raphson

Schmankerl, Chaos-Theorie revisited:
Finde Lésung von

2 —1=0, =1, z§’3:exp(i2m/3), zeC
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N

b

Abbildung 8.7: Fraktal: Im schwarzen Bereich konvergiert die Newton-Raphson-
Methode auf z = 1.

Mehrdimensionaler Fall

Haariges Problem, z.B. Anzahl der L&sungen a priori nicht klar, siehe Recipes
Kap. 9.7
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Abbildung 8.8: Losung fiir zwei nichtlineare Gleichungen mit zwei Unbekanten

Ubung:
Bestimmung der Quantile der Gaufiverteilung

Lessons learned:

e Bei iterativen Algorithmen: Konvergenzordnung ~

lim €(i + 1) = const €(i)”
1—00

e Bisection, Sekanten-Methode, Regula falsi, Newton-Raphson

e Trade-off: Konvergenzordnung vs. Konvergenzsicherheit

7.18
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9 Optimierung

e Literatur: Recipes Kap. 10
e Aufgabe: Bestimme x, so daf:
f'(z) =0, f"(x)><0, je nach dem
e Optimierung umfat Minimierung und Maximierung “one’s f is the other’s -f”
e Iterative Algorithmen

Unterschiedungen der Methoden:
e 1 Dvs. ND
e Ableitungsinformation vorhanden oder nicht.
e Deterministische Verfahren: Konvergenz gegen lokales Optimum

e Stochastische Verfahren: Prinzipiell globale Konvergenz
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3 0‘ T T T T T T T T T

Funktion
O Startwerte (deterministisch)
== Schritte ins Minimum
Startwerte (stochastisch)
20 F W= Schritte ins Minimum -

f(x)

_1|:| I

-20

_30 1 1 | 1 | | 1 1 |

Abbildung 9.1: Unterschied zwischen deterministischen und stochastischen Verfah-
ren

9.1 Eindimensionaler Fall

Betrachte jeweils Minimierung
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9.1.1 Bracketing, Goldener Schnitt Suche

Analog zu Bisection in Kap. 8 Nullstellensuche
Beachte:

e Nullstellen-Bracketing braucht 2 Punkte

e Minima-Bracketing braucht 3 Punkte (a,b,c).

Abbildung 9.2: Minima-Bracketing

Wie neuen Zwischenpunkt z suchen, gegeben (a,b,c) 7

e Sei b ein Bruchteil w auf dem Weg von a nach ¢

b—a c—b
w = , 1l—w=
c—a c—a
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e Neuer Punkt x sei hinter b bei zusitzlichem Bruchteil

z—>b

c—a

z =

Dann ist das nichste Bracketing Segment

— entweder w + z

— oder 1 —w

relativ zum Bestehenden.

W+2Z
( A y 1-W
A
| |
a b X C
1 M 3 *
A4 h 4
W Z

Abbildung 9.3: Skaleninvarianz des goldenen Schnitts

Zur Minimierung des schlimmsten Falles: Wéhle z, so daf potentiell nichste

Segmente gleichgrof:

wH+z=1-w — z=1-2w

(6)

Per Konstruktion: z ist symmetrisch zu b im Ausgangsintervall |b—a| = |z — ¢|

= 1z liegt im langeren Segment

e Wie w wiahlen ?7

Nimm an, w war ebenso optimal, wie z sein soll
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Skalendhnlichkeit: = gleicher Anteil an (b, c¢), wenn dies das ldngere Segment
war, wie b war in (a, c)

z—0b B b—a
c—b  c—a
r—bc—a B b—a
c—bc—a  c—a
z
- 7
T w (7)
Gln. (6,7) zusammen:
1—2w_
1—w v
3—+b
w?—3w+1=0, ergibtw= 2\/_z0.38197
1 —w .
——— = Goldener Schnitt
w

e Startet man mit beliebigen Punkten (a,b,c), konvergiert Verfahren zum Gol-
denen Schnitt

e Lineare Konvergenzordnung;:
e(i+ 1) = 0.61803... €(i)

9.1.2 Parabolische Interpolation, Brent’s Methode

Analog zu Regula falsi

e Regula falsi: Nah der Nullstelle ist lineare Ndherung gut

e Parabolische Interpolation: Nah am Optimum ist quadratische Naherung gut.
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~~~~~~~~ parabola through @ @ @
............... parabola through @ @ @

.
Dy )

Abbildung 9.4: Konvergenz an ein Minimum durch parabolische Interpolation

Gegeben (a,b,c) und f(a), f(b), f(c), neuer Punkt = durch:

(b—a)[f(b) = f(e)] = (b= ¢)* [f(b) — f(a)]
2(b = a) [f(b) = f()] = (b= ) [f(b) = f(a)]

:b—

In 1D Ableitungsinformation i.d.R. nicht nétig.

9.2 N-dimensionaler Fall
9.2.1 Nur Funktionsauswertungen

Naivster Ansatz

1. Wihle Startpunkt
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2. Laufe entlang einer Koordinatenachse, bis Minimum in dieser Richtung erreicht
3. Mache dies fiir alle Koordinatenachsen

4. go to 2.

Abbildung 9.5: Sukzessive Minimierung entlang der Koordinatenachsen

Dies ist sehr ineffizient

Powell’s Method
Basiert auf 1inmin() :
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Gegeben

— zu minimierende Funktion f(.)
— P : Momentaner Punkt

— 4 : Suchrichtung

Bracketiere Minimum in Richtung P+ .

Finde Skalar A, so daR f(P + A7) minimal.
1D - Problem, siehe oben.

Ersetze P durch P 4+ M.

[

Idee:

Versuche suksessiv "gute” Abstiegsrichtungen u;, ¢ = 1,..., N zu finden:
e Initialisiere: u; = ¢€;,i=1,..., N

Startposition: ]30

Fori=1,...,N: P :linmin(ls;,l,ﬁi)

Fori=1,...,N — 1: Ersetzte u; durch u;,,

Setze @y = Py — Py, Py — Py: Mittlere Erfolgsrichtung

e Py =linmin(Py,iy)
o [teriere dies.
Konvergenzverhalten:
e Quadratische Naherung exakt: Verfahren nach N Tterationen im Optimum.

e Quadratische Naherung gut: Konvergenzordnung quadratisch.
7.

che
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9.2.2 Verwendung von Ableitungs-Information

Ableitung muf /sollte analytisch vorliegen. Approximationen durch z.B.

Of(x) _ flz+Ax) — f(x)

sind schwierig, wegen
e Ausléschung in f(x + Azx;) — f(x)

e schwere Kontrollierbarkeit des 7"

Naivste Idee: Gradientenabstieg, Steepest Descent
e Startposition: f’o
e Gehe von P, nach Py per Minimierung entlang der Richtung —V f(P)

e Iteriere zum Ziel

(b)

Abbildung 9.6: a) Steepest Descent-Methode in langem, engem Tal; b) Vergrohe-
rung eines Schrittes
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Do not do Steepest Descent

Grund:
e Keine Kriimmungsinformation beriicksichtigt

e Oder anders: Falsche Metrik

Gradientenabstieg: Aufeinanderfolgende Suchrichtungen w;, ;. erfiillen:

(U1 W) = 0= 4, 14

Besser ware :
0 = (U1 At;) = il Al
= (Ujp1 AU;) = Uyyq AUy,
mit

0*f(x)

A pum
61'1'837]' ’

Hesse-Matrix.

Die Richtungen in Gl. (8) heifsen dann konjugiert.

e Motivation

— Wir seien bei P

Taylorentwicklung:
1 7 0°f(P)
= f(P P)r + —a”
fla) = JP)+ IR ot G s
~ c+br+ %mTAx
und damit
Vf(x)=b+ Ax

— Anderung von V f(z) bei Bewegung um dz:

I(Vf(z)) =Adx
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— Hat man sich entlang Richtung u; bis zum Minimum bewegt, sollte neue
Richtung u;,; maximal informativ sein:

0 =< u10(Vf(z)) >=ul 4 Ay
e Powell’s Method konstruiert konjugierte Richtungen

e Bemerkung:

Wenn statt eindeutigem Minimum lange Wanne, dann A schlecht kondi-
tioniert, erinnere Kap. 7.2.3 Singuldrwert-Zerlegung und Kap. 4.4 Nicht-
Identifizierbarkeit.

Variable Metrik oder Quasi-Newton — Verfahren

e Taylorentwicklung um momentanen Punkt z;:

F@) = fle) + (= )V f(2) + %(w — e A — ) + ..

Ableiten:

Vi(x)=Vf(x;)+ Alx —x;) =0

Gilt quadratische Naherung, direkt ins Ziel mit

x =z — ATV f(z;)
e Aber:

— Berechnung von A™! hat Aufwand O(N?), erinnere Kap. 7

— Weit weg vom Optimum kann A nicht positiv definit sein, Algorithmus
divergiert

o Idee:

Konstruiere wihrend der Iteration positive definite Naherung der Hesse-Matrix
nur aus ersten Ableitungen oder besser gleich das Inverse A~1.

Das Procedere:
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1. Wihle Startwert x

2. Wibhle I, positiv definit, symmetrisch

3. Gehe x4 = x; — LV f(x;)

4. Verwende die DFP oder BFGS updating formula ...

RECIPES GL. 10.7.8 und 10.7.9

e Gehe zu 3.
Eigenschaften:
e Verwendet nur Gradienten-Information
e Es gilt:
lim I, = A~!

1—00
e Komplexitit O(N?)

e Gehort zu den 5 wichtigsten Routinen, wo gibt.

Conjugierte Gradienten — Verfahren

e Bildet iterativ konjugierte Richtungen definiert in Gl. (8).
e Konstruiert nicht die (Inverse der) Hessematrix, was O(N?) teuer ist.

e Methode der Wahl fiir hohe Dimensionen (N > 100)
Quasi-Newton und Conjugierte Gradienten Verfahren konvergieren quadratisch,
wenn sie nah am Minimum sind.

Allgemein:

e Wann die Iteration beenden 7
Abbruckkriterien:
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i. Relative Anderung des Funktionswertes:

f(ig1) — flz)
f(z:)

<€

ii. Relative Anderung von x :

Tit1 — L4 <€
E— 2

T

Empfehlung: ii., wegen “langer Wannen”.

e Bei allem bisherigen nur Konvergenz gegen lokales Optimum gesichert.

Only cure: Verschiedene Startwerte testen.

9.2.3 Simulated annealing

Weitere Literatur:

e S.E. Koonin: Computational Physics Kap. 8.3 [36]

e Metropolis et al. 1953 [46]

Alle bisherigen Verfahren:

e deterministisch

e Zielort bestimmt durch Anfangswert, Weg zum Ziel durch Algorithmus

e Nur Konvergenz zu lokalem Optimum

Probabilistische/stochastische Optimierer, hier Minimierer
Namensgebung:

e Kiihlt ("annealed”) man Fliissigkeit schnell ab, erreicht der entstehende Kristall
nicht das absolute Energieminimum, sondern nur lokales

e Es gibt viele lokale Minima, Konflikt: Nah-/Fernordnung.

e Kiihlt man langsam, wird das Minmum mit hoher Wahrscheinlichkeit oder in

guter Ndherung angenommen.
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e Grund: Bei langsamen Abkiihlen kénnen mit thermischer Energie (Boltzmann-
Verteilung) Energiebarrieren iibersprungen werden.

Idee fiir numerische Minimierer: Laufe auch mal bergauf.

Procedere:

e Wihle Startwert z,
e Produziere zufillige Verdnderung ¢;: ;.1 = z; + ¢;
e Falls f(z;41) < f(x;), akzeptiere x; .
o Falls f(z;41) > f(x;), akzeptiere z;1 mit Wahrscheinlichkeit
prob = exp[—(f(zi+1) — f(x:))/T(0)]
Erinnere: Boltzmann-Verteilung
e Wihle T'(7) anfangs grof, lass es mit den Iterationen gegen 0 gehen
Probleme:
e Wahl des Annealing-Schemas 7'(i), z.B. T'(i) o< 1/i
e Wahl der Groke der Anderungen ¢;, z.B. < €2 > oc 1/i

Beides braucht Vorwissen iiber das Problem: No free lunch - Theorem

e Das Vorwissen entspricht Gradienten- und Kriimmungsinformation

Zeichnungen dazu
e Spielt daher in “ernsten” Anwendungen keine grofe Rolle

Aber: Kann nicht-polynomial (NP) harte Probleme in sehr guter Ndherung l6sen

Beispiel: Travelling Salesman Problem O(N!)

e N Stidte mit Koordinaten (z;,y;)
e Suche Tour durch alle Stédte, die minimale Linge hat

e Konfiguration conf ist Permutation der Zahlen j =1,... N
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e Zu minimierendes Funktional: Weglinge

N
fleonf) =37 /(@ =2 + (5 =y, N+1=1

e "Veridnderungen” e: Lokale Anderungen der Permutation.
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(c) 0 9 1

Abbildung 9.7: Travelling-Salesman a) ohne Nebenbedingung, b) mit mdoglichst
wenigen Flusiiberquerungen, ¢) mit moglichst vielen Flussiiberquerungen
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e 1. Travelling Salesman der Geschichte: Odysseus, 13 Stationen: 6.2 x 10? Mog-
lichkeiten.

TH(: OD)/5<€Y

st 2 §9. s G s} LA
3 o ¥
2
4 I«rtp,ﬂ:mk {
By dioinfinel
ngmc«ee IstanDs e
o Lo e e B
= o O 5 S oo St e <O

MepirerraneaN Sea- | St GBI

Abbildung 9.8: Odysseus’ Reiseweg: His way home: 9000 km, kiirzester 6000 km

e Flexibilitdt der Methode:
Erweiterung des Funktionals um Strafterm, erinnere prior, Kap. 4.3

Beispiel:

— Nehme an: Fluss teilt das Gebiet.
(i) Salesman hat Angst vor Flussiiberquerung

(ii) Salesman ist Schmuggler, will Fluss maximal oft iberqueren

p; = —1 fiir links vom Fluss, p; = +1 fiir rechts vom Fluss

f(conf) = Z \/ = Zjp1)? + (Y5 — Yir)? + Ay — #j+1)2
Fiir
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i) A>0
(i) A< 0

siehe Abbildung 9.7

Andere stochastische Optimierer
e Evolutiondre Algorithmen
e Genetische Algorithmen
e Particle Swarm Algorithmen

Ubung:
Maximum-Entropie-Verteilung fiir diskrete Verteilungen

Lessons learned:
e Fin-dimensional: Goldener Schnitt

e Mehr-dimensional: Gradientenabstieg naheliegend, aber nicht gut

Besser: Kriimmungsinformation mitnehmen: Quasi-Newton

Deterministische Verfahren: Lokal konvergent

Stochastische Verfahren: Im Prinzip globale Konvergenz
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10 Nichtlineare Modellierung

Literatur:
e Numerical Recipes, Kap. 15
e G.AF. Seber and C.J. Wild. Nonlinear Regression [62] Der Klassiker
e G.J.S. Ross. Nonlinear Estimation |[57] Klasse Buch
Motivation:
e Kap. 9 Optimierung: Allgemeine Suche von Optima
e Hier: Minimierung spezieller Funktionale
Ist

e y(r) = y(r,a) eine mit a parametrisierte Funktion, z.B. first principle Glei-
chung mit freien Parametern

e y,,i=1,..., N: N Messungen der Funktion y(x,a) an Punkten x;

e Messungen i. a. mit Fehler ¢; behaftet: y; = y(z;,a) + ¢, z.B. ¢, ~ N(0,02)
e Ziel: a basierend auf N Messungen (y;, ;) schitzen

e Anders formuliert: Zusammenhang (y;, x;) durch y(z, a) modellieren

e Parameterschitzung durch Minimierung von:

Erinnere: Gewichteter Kleinste Quadrate Schitzer ist MLE fiir Gauls-verteilte
Fehler

e Ist Modell richtig, £ Anzahl der Parameter, so gilt:
Xz(d) ~ X?ka

Dies erlaubt goodness-of-fit Test:
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e Hjy: Das Modell stimmt.
e [: Das Modell stimmt nicht.

Erinnere :

05 =
Var(xj) = 2r,

Unter Hy: x?(a) fiir 9% Vertrauensintervall im Bereich

(N = k) —3v2(N — k), (N — k) + 3/2(N — k)]

o Ist x*(a) grosser, der natiirliche Fall:

— Model falsch 7
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1 D T T T

O Daten: Xx+14¢ [ ~ N{0,1))
Fit: ex2+bx+a
Fit: bx+a

[4)

Abbildung 10.1

— o; falschlich zu klein 7
— Fehler nicht Gaufisch ?

o Ist x*(a) kleiner, sollte eigentlich nicht vorkommen:

— o; falschlich zu grof 7
— Fehler nicht Gauksch 7
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10.1 Lineare Regression

Annahme: Gaulischer Fehler:

y(x) = y(z,a,b) = a+ bx + e, ENN(O,O'Z?)

Alles geht analytisch:

ad) :Z< —a—bxl)Q

=1

ox* Sy —a—br; |
b0 _221 p 0
8_X2 — zN: a_b$1)
ab - o2

Mit

Al
§=> 5 S

=1

folgt aus Glu. (9, 10)

Mit Determinante A:

folgt:

SzaSy — SzSy

A
SS,, — 5.,

A
Gaufsche Fehlerfortpflanzung: Cramér-Rao Schranke

Q>
|

S
|
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Eingesetzt ergibt:

mit

. 2
Kovarianz o2,

o2, resp. Konditionszahl von X sagt, ob Schitzer abhiingig
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Abbildung 10.2: 2D-Gaukverteilte-Zufallszahlen mit C; = (0.71 0;0 0.70), Cy =
(0.78 0.39;0.39 0.28), Cy = (0.79, —0.39; —0.39,0.28)
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Kondensiert in: Korrelationen r,, € [—1, 1] zwischen den Schétzfehlern

~S,
SSer

Tab =

Bemerkung:
Héufig: Summen iiber sehr viele Summanden, kann zu Rundungsfehlern fiihren
Losung: Kahan-Summation [33]

Robuste lineare Regression

Zusétzliche Literatur:
e P. Huber: Robust Statistics [26]

e H. Rieder: Robust Statistics, Data Analysis, and Computer Intensive Me-
thods [55]

Ist die Fehlerverteilung
e nicht gaufisch, ist x? fitting nicht mehr MLE.

e symmetrisch, ist y? fitting bias-frei, aber hat eine grossere Varianz als MLE.

Erinnere Effizienz eines Schitzers:

Eff(6,2) = % <

siehe Ubungsaufgabe.
e asymmetrisch, kann ein bias entstehen.

e langsamer abfallend als GauRsch, fat-tailed, z.B. Cauchy, so "hingt” sich >
fitting an diesen "Ausreiffern” auf.

e Losung: Robuste Verfahren. Hangen sich nicht an Ausreifern auf
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narrow

ﬁ/centralpeak

tail of

/ outliers

(a)

least squares fit

S robust straight-line fit

(b)

Abbildung 10.3: Beispiele fiir robuste statistische Methoden: (a) Eindimensionale
Verteilung mit Ausreifern. (b) Zweidimensionale Verteilung an eine Gerade gefittet

8.  Wo-

Erinnere: che

o Im Gault-Fall war die Likelihood:




und log Likelihood

ﬁ(&) o Z (yz - ﬁgg?a CL))

Parameterschatzer durch Nullsetzen der Ableitung:

() (M) b

1=1 ¢

Diskussion der Faktoren

— 1. Faktor: Einfluss der Daten
— 2. Faktor: Modell-spezifisch

e Im allgemeinen:

L(G)GZIIeXp(—¢Kymnda)% p(.) = —logp(.)

In der Regel

0;

p@u%%ﬂﬁzp(%:ﬂgﬁﬂ>:p@% z:<&:£@£@

e Definiere:

(.) heifst Influence Function

e Ergibt in Verallgemeinerung von Gl. (11) MLE-Bedingung

3 Ly (M) () L

i=1

e Spezialfall Gaul fiir:

(12)



e Ergo: Einflut der Daten nimmt linear mit Abweichung zu.

e Darum nicht robust.
Andere Verteilungen:
e Doppel-Exponential Laplace Verteilung

Yi — y(l’z‘;a)
0;

p(yi — y(xi;a)) ~ exp (—

p(z) =lzl, ¥(2) = sign(z)

Ergo: Einflull der Daten auf MLE-Schétzer hingt nur vom Vorzeichen ab.

Darum deutlich robuster !

e Beispiel: Cauchy Verteilung

1
p(ys — y(ws,a)) ~ 2
1 —i—% <yi—y(?i7a)>
1 1, B z
ple) =log 1+ 527 |, ¢(2)—1+ézz
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15| T""'.Cauchy o

i‘ydoppuelt exp

lL.'n
1t ” Gauss

-15F n

Abbildung 10.4: Influence Functions die sich aus unterschiedlichen Verteilungen
ergeben

Ergo: Einflufl der Daten auf MLE-Schitzer nimmt mit groferem Abstand ab.

Darum richtig robust !

e Drehe den Spiefs um: Abnahme des Einflufles mit dem Abstand kann man nut-
zen zur Konstruktion von Influence functions fiir Fehlermodell = "well-behaved”
717 7 Ausreifier”

Andrews’s sine

V() = { sin(z/c) |z| <em

0 |z| > em
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c=2.1
Tukey’s biweight

W) = { 2(1—=2%/%)? |zl <ec

0 |z| > ¢

15 Tf".Aﬂ'.nclrew _

?*I”Tukey

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 ! ] 8 10

Abbildung 10.5: konstruierte Influence Functions

Beispiel fiir konkrete Berechnung:
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e Lineare Regression mit double exponential - Fehlern

1
y(z,a,b) =a+br+e, ple) = 5 el

e Statt x?2, ist die log-likelihood:

N
L=y —a—bx
=1

e Mentale Nebenrechnung:

Definition Median:

Gegeben N Zahlen {z;}.

Sortiere sie.

— If N ungerade: med{z;} = 2y = 2(v+41))2

If N gerade: med{z} = 2y = 0.5(2n/241 + 2n/2)

Median z;; minimiert :

N
>l o
i=1

Beweis:
5 X N
— Z |2zi — zm| = — Z sign(z; — zp) =0
Oz i=1 i=1
Damit:

e Iteratives Verfahren
e Wihle Startschitzungen (ao, 130), z.B. aus Kleinste Quadrate Schatzer.

e Fiir gegebenes Z;j
dj11 = med {y; — bz}
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dann analog Gl. (12), fiir gegebenes a;4, folgt Z)j+1 aus:
N

0= Z i sign(y; — aj+1 — bj1x;)
i=1

Nullstellensuche.

Wird iterativ mit Bisection, sieche Kap. 8 Nullstellensuche, geldst.
e Iteriere bis zur gewiinschten Genauigkeit

Der Schnack ”Seitdem am CERN robuste Statisitk verwendet wird, wurde kein neues
Teilchen mehr gefunden” wurde jiingst widerlegt

Ubung :
Suboptimalitidt des LS Schitzers bei nicht Gaufsverteilten Daten

10.2 Nichtlineare Regression

Einfachste Fortsetzung von oben:

y(x,a) = ag + a1z + apa® + asx® + ...+ apx™

oder genereller:

M

y(x,a) = Z ap Xy (x)

k=1
X (x) Basisfunktionen, z.B. sin(wyx), wy fix, denke an Fouriertransformation

Modell ist

e linear in den Parametern,

e hat aber nichtlineare Basisfunktionen.

Nun:
9 Vi — Y oney aeXp(:) i
Vo) =3 | D
i=1 ¢
Definiere:
Xj(z; i
Ay = j(x)’ bz‘:y—
o; g;
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e A heift Design-Matrix, ist (N x M),

e Sie legt den Versuch fest: Welche Basisfunktion wird wo gemessen.

e Erwihne Optimal Design, Experimental Design [52].

Maximum Likelihood Schatzer:

e Minimumsbedingung fiir x? :

Z% [yi - Z%’Xj(xi)] Xi(z) Lo

i=1 1t j=1

o Mit N
Xi(x) Xy (2
akazw, oder a = ATA
i=1 i

aist (M x M) Matrix

und

N
ﬂkzzz—y k2(37) oder 3= ATb
o°
=1 ¢

und vertauschen der Summen in Gl. (13) folgt:

M
E pia; = Bk’
j=1

e Die Gleichungen (13), resp. (14) heissen Normalen-Gleichungen

und erinnern in der Form

(ATA)a = AT

(14)

an Kap. 7 Pseudo- oder Moore-Penrose - Inverse fiir dieses {iberbestimmte

Gleichungssystem.

e Dies liefert den Punktschatzer.
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Konfidenzintervalle fiir die Parameter:

e Definiere:

e Betrachte:

M
Z oz B = Z Cik
=1

e Erinnere Fehlerfortpflanzung

ﬁ: Yi X1 (24)
=1 UZZ

Mit
da,; il
L= CuXi(w)/o]
Oi 1o
folgt:

k=1 I=1

e Der Term (.) ist aber das grade o = C™!, somit:

o*(a;) = Cj;
Entsprechend ergibt C}; die Kovarianz zwischen den Schétzfehlern von a; und
ag.
e Beachte:

a, und damit C', ist unabhéingig von y;.

Damit: Optimales Design
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Da a = AT A, legt das Design die Fehler fest.

Optimales Design: Betrachte lineare Regression auf Intervall [-1,1], man darf
vier Mal messen.
Wo soll man messen, damit Fehler der geschétzten Parameter moglichst klein 7

Es gibt verschiedene Optimalititskriterien: A bis D-optimal, ..., je nachdem ob
Spur, Determinante oder dhnliches der Kovarianzmatrix klein werden soll.

Nichtlineare Regression und SVD
Normaler Weise:

Aber:

(Viel) mehr Daten als Parameter.

Das System Gl. (14) sollte eigentlich gut gelést werden konnen.

Wenn Basisfunktionen nicht hinreichend unabhéngig

—

Problem schlecht konditioniert, egal wie viele Daten.

Betrachte Monome 1, x, %, z®, ... mit x gleichverteilt auf Intervall [0,1] als

Basisfunktionen.

Dann gilt fiir A:

N 1

_ l_m
A = D el
i=1

Erinnere Hilbertmatrix, Ubung Kap. 7 Losung linearer Gleichungssysteme

Bei bekannter Dichte p(z) kann man beziiglich dieser Dichte orthogonale Po-
lynome verwenden, und das Procedere wird stabil, weil A diagonal

Beispiel p(z) ~ Gleichverteilung |-1,1]: Legendre-Polynome

Es gibt rekursive Konstruktionsvorschrift fiir Polynome, die auf empirisch ge-
gebenen Daten orthogonal sind [16].

Empfehlung: Verwende SVD, um Schlecht-Konditioniertheit zu checken, und
gegebenenfalls zu behandeln. Die SVD generiert grade die empirisch orthogo-
nalen Polynome.
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10.3 Nichtlineare Modellierung

Reminder
e Lineare Regression: linear in Parametern und unabhéngiger Variable x
e Nichtlineare Regression: linear in Parametern, nichtlinear in x

Nun: Nichtlinear auch in Parametern, z.B.:

y=e " oder y=a’

e [terative Verfahren, dhnlich zu Kap. 9 Optimierung.

e Frinnerung:
Nah am Optimum gilt in guter Ndherung die quadratische Naherung, und
Newton-Schritt

;11 = A; — A_1Vf((li) (15)
fithrt zum Ziel.
e In Kap. 9 Optimierung: A~! nicht bekannt/teuer zu berechnen

— Quasi-Newton - Verfahren sammelt Information {iber A~ wihrend Ttera-
tion

— Konjugierte Gradienten ndhert < da; 1 Ada; >.

10.3.1 Levenberg-Marquardt Algorithmus

Hier weiff man mehr:

e Funktional:

e Gradient:
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Hesse-Matrix:

62 2 1 ay T, 8y(xl, ) a2y($iaa)
8ak8al 2_: _f [ Oay, oa; (v = y(2:, ) a0y
Konvention:
g 1) 1%
b 2 8ak ’ M 2 8ak8al

Wenn der Fit gut ist, gilt fiir 2. Term der Hesse-Matrix

1
Z—z
im1 Ji

— y(x;, a)) unkorreliert sind.

0%y(xi, a)

x“ >> 8ak(‘3al

da die Fehler ¢; = (y;
Also, definiere:

Y170 i, a) 0y(z;, a
o= 37 [z o

~o? | Oay day
Damit und mit da; = (a;11 — a;); wird Gl (15) zu
M
Z agda; = By
=1

Beachte : Steepest Descent lautet:

da; = const [

Idee Levenberg-Marquardt Algorithmus:

— Weit weg von Minimum mag Newton-Schritt Gl. (16

— Mache Gradienten-Schritt GL. (17

— x?*(a) dimensionslos,
Gl (16) =
1/ay ist Skalierungskanditat.
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Dimension [#;] = Dimension [1/0q],

). Wie "const” wihlen 7

(16)
(17)

) schlecht sein.
betrachte



— Zur Sicherheit, damit Schritt nicht zu grof wird, wiahle A > 1 und setze:

1
(5al = —ﬁl oder )xall&al = 61 (18)
Ay

e Kombiniere Gradienten-Schritt Gl. (18) und Newton-Schritt Gl. (16) durch

aj; = aj(1+A)
Oy = ag, firj#k
ergibt:
M
Z a0a; = By, (19)
=1
Bedeutung:

— Ist A grol = o, diagonal-dominant = kleiner Gradienten-Schritt
— Geht A — 0, Hesse-Schritt

Procedere:

1. Wihle Startschitzung fiir a, Berechne x?(a)

2. Wihle ein kleines A\: A = 0.001. Driickt Hoffnung aus

3. Lose Gl. (19) und berechne x?(a + da)

4. Wenn x*(a + da) > x*(a), verwerfe da, wihle A = 10\, go to 3

5. Wenn x%(a + da) < x?(a), akzeptiere da, wihle A = 0.1, go to 3.

Interpretation:
Wenn Newton-Schritt

e gut, dann mehr davon,
e schlecht, dann mit Gradienten-Schritt auf Sicht fahren.
Bemerkungen:

e Gehort zu den 5 wichtigsten Routinen, wo gibt.
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e Beachte:

— Gleichung (19) kann schlecht-konditioniert sein
— Wieder Mal die Wanne
— Lose sie mit SVD.

e Abbruchkriterium:

— Wenn nur noch kleine Anderungen in 2, Problem "Wanne”

— Besser: Wenn A > 10°, entspricht: Keine Anderung in @ mehr.

Nach Konvergenz:

e Asymptotische Kovarianzmatriz der Fehler in den geschétzten Parametern

cowr =S L [Maaata]l Ty,

=1 !

e Alternative zu Levenberg-Marquardt: Trust-Region Approach

Ubung:
Nichtlineare Modellierung und Modelltest

10.3.2 Monte Carlo Vertrauensintervalle

Erinnere Kap. 2.4. Die Standardabweichung der Parameterschitzer gibt -
i.a. nur asymptotisch - Konfidenzintervall fiir die wahren Parameter, d.h. in

6 — 1.96 0(a), @+ 1.96 0(a)]
liegt mit 95 % Wahrscheinlichkeit der wahre Wert.

e Die Kovarianzmatrix in Gl. (20) fiir die Fehler der geschitzten Parameter gilt
nur asymptotisch

e Eine Alternative: Profile Likelihood, siehe Kap. 4.4

e Was man am liebsten hatte:
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x> fitted
actual data set [—> parameters
min a

hypothetical

e a
data set
true parameters
all'UC
hypothetical | . o
data set -
hypothetical . a,

data set

Abbildung 10.6: Ein statistisches Universum von Datensétzen fiir ein zugrundelie-
gendes Modell

e Gibe die komplette Verteilung der geschétzten Parameter.
e Hat man aber nicht (und Datensplitten hilft nix).

e Man braucht Aussage iiber den wahren Wert, basierend auf einem (endlichen)
Datensatz.

Asymptotische Konfidenzintervalle, Kap. 4.1

e Asymptotisch gilt unter milden Bedingungen

VN(a —a) ~ N(0,%)
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mit

1 8°L(@a)

yl=—
N 8ai8aj

Ergibt Konfidenz-Ellipsen fiir die Parameter.

0.6 -

0.45

0.4 -

0.96 0.97 0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04

Abbildung 10.7

e Fiir Regression ist dies analog zur Fehlerfortpflanzung:

N o\ 2
2 2
=3 () 7
e In der nichtlinearen Modellierung gilt es nur asymptotisch.

Ein Ansatz im Endlichen: y2-Contour Konfidenzintervalle

e Konfidenzregionen iiber Iso-log-likelihood Kontouren
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e Bestimmung durch Variation der Parameter um die geschatzten

e Ab, say, 10 Dimensionen nicht praktikabel

A

)31

Abbildung 10.8: Konfidenzregionen iiber Iso-log-likelihood Kontouren

Grundsatzlich Alternative im Endlichen: Monte Carlo Konfidenzintervalle
(i) Parametrischer Bootstrap

e Bootstrap: Sich an den eigenen Stiefeln aus dem Sumpf ziehen (¢) Miinchhausen
e Schitze Parameter a
e Produziere neue Datensatze mit

— Parameter a

— neuen Fehlern unter parametrischer Annahme an ihre Verteilung

e Bestimme Konfidenzregion aus Verteilung der geschétzten a;.
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) _» | Monte Carlo
synthetic | X »| parameters
dataset 1 {min A
a
synthetic | o R
i
data set 2 =
9 1 e
actual X fitted
dataset  [>| parameters
S min ;
a0
synthetic g
> as
data set 3 ’
QU A0 (s)
.\)ﬂlth‘um’ ; o
data set 4

Abbildung 10.9: Monte-Carlo-Simulation eines Experiments

(ii) Nicht-parametrischer Bootstrap [14,43|

e Bilde "neue” Datensétze durch Ziehen mit Zuriicklegen aus den Originaldaten

e Motivation an Mittelwertschitzung bei diskreter Verteilung
e Dabei werden jeweils &~ 32 % der Daten ausgetauscht.

e Manche kommen mehrfach vor

e Fitte jeweils Parameter.

e Konfidenzregion aus Verteilung der Fits

e Beriicksichtigt empirische Verteilung der Fehler

e Korrektheit des Verfahrens: tiefsinnig.

E. Mammen. When does the bootstrap work. Springer

e Here it does not work
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- Xy U(O, (l)
— Bootstrap gibt kein Konfidenzintervall fiir a

Ein Beispiel zu (i), [62], p. 110 ff
e Betrachte das Modell, erinnere Aufgabenzettel 5:

y=p1l—e")+0e, mit f=vy=1

1.4 T T T T T T T T

fx}

Funktion ohne Rauschen
#  Realisierungen mit Rauschen

0.2 1 1 I 1 1 . . . .
0 0.5 1 15 2 2.5 3 x5 4 4.5 5

X

Abbildung 10.10: Zeichnung der Funktion mit o = 0.1

e Diese Funktion hat 2 Charakteristika:

— Steigung bei 0: Z|,_, = By
— Séttigung fiir x — oo : 3

e Wihlt man x € [0, 1], so folgt:
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Monte Carlo |
7 T T T

"monte_carlo.outl* using 12 +

2k
1L
+
. ! WWF‘#H&F+\1 T i S +
0 2 4 6 8 10
beta
Monte Carlo |
2 T T T T
. "monte_carlo.outl” using 1:2  +
M
18 | ¢ T
*
1.6 |- b
1.4 bl
12 b
1L 4
0.8 T
06 - 4
04 | 1’% q
ey,
02t + N 4
0 . L L .
0 2 4 6 8 10
beta
Monte Carlo |
13 T T T
% "monte_carlo.outl" using 1:2
5
12
11 7
g
E 1r b
3
S
09 q
08 * R
%
%
i
0.7 ) . :
0 0.5 1 15 2
beta

Abbildung 10.11: z € [0, 1], ny = 10, ny = 100, n5 = 1000

e Wihlt man x € [0, 5], so folgt:
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Monte Carlo Ii

1.5 T T T T T T - T
"monte_carlo.outll" using 1:2
14 | +

13

1.1

gamma

0.9 |

0.8 |

0.6 1 | 1 1 1 I |
0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15

beta

Abbildung 10.12: z € [0,5], n = 10

Erkldrung, = Experimental Design [52].

Lessons learned:
e Lineare Regression und robuste Schatzer bei nicht-Gaufsverteilung
e Nichtlineare Regression
e Nichtlineare Modellierung, Levenberg-Marquardt Algorithmus

e Vertrauensintervalle
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11 Integration von Differentialgleichungen

11.1 Gewohnliche Differentialgleichungen

Literatur:

e Recipes Kap. 16

e Stoer/Bulirsch Kap. 7
Aufgabe:

e Gegeben Dynamisches System:

—

I = f(&), Anfangswert : Z(t)

e Finde Trajektorie Z(t), t > to, die bis auf einen kontrollierbaren Fehler mit
wahrer Trajektorie iibereinstimmt.

Nomenklatur:
d . d o B h Lo o _ / . /
S= o= Beachte: i = f(a) = [(0)i = f@)f@) ()

11.1.1 Explizite Verfahren

Grundsétzliche Idee :
e Integrations-Schrittweite : h

e Taylor-Entwickung :

1 1
Tiyh = Ty + Ith + §i'th2 + 6(131(53)}13 + O<h4> (22)

7 gegeben durch f(z;), aber x§”) mochte man nicht ausrechnen.

e Abbruch nach erster Ordnung: Euler-Verfahren:

Topn = T + f(z)h + O(h?)

"Erster Ordnungs Verfahren”
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e Idee: Hohere Ordnung durch geschickte Funktionsauswertungen.

— Betrachte:
ki = f(z)h
Ansatz: xyyp, = x+ f(ze + %k:l)h
Tepn = x+ flze+ %f(:ct)h)h
vn = o fh o+ ) (3 @)k

2
Topn = x+ fla)h + %f/(xt)f(xt)h2

— Mit GL (21) cancelled sich der 2. Ordnungs-Term in Gl. (22) und man
erhélt ein Verfahren 2. Ordnung (Midpoint Method).

y(v) @ . L™

1 | |
I i I

X1 X9 X3 X

Abbildung 11.1: Euler-Verfahren. Einfachstes und ungenauestes Verfahren zum
Integrieren von ODEs
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Abbildung 11.2: Midpoint-Verfahren. Verfahren 2. Ordnung

— Dieses léfst sich weiterspinnen

Allgemein:
P
Topn = 1+ Yk
ki = flz)h
ki = flz+ Y Tuk)h
!
Speziell:
ki = flz)h
ky = flzi+ki/2)h
ks = [z +ko/2) R
ko = [(xe+ks)h

S .
= nt—t 2t h
Ttt+h Tt + 6 + 3 + 3 + — 6 -+ O( )

heifst 4. Ordnung Runge-Kutta (1895)

e "Explizit”, weil ;. explizit durch Werte zu fritheren Zeitpunkten gegeben ist.
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e Gehort zu den 5 wichtigsten Routinen, wo gibt.

e Im Allgemeinen:

Ein 4. Ordnung Runge-Kutta Schritt mit h ist genauer als 2 Midpoint-Schritte
mit h/2 ist genauer als 4 Euler-Schritte mit h/4.

Schrittweiten-Steuerung
"bis auf einen kontrollierbaren Fehler”
N#herungsfehler ist Funktion von f(.), Schrittweite sollte adaptiert werden.

e Idee 1:
Step Doubling: Integriere DGI mit Runge-Kutta 4. Ordnung mit

(i) Schrittweite h: Ergebnis : (¢t + h)
(ii) zweischrittig mit h/2: Ergebnis : z5(t + h)

Die Differenz:

AIZIZ'Q—.I'l

schiitzt den Niherungsfehler, der von der Ordnung O(h%) ist

o Idee 2:
Embedded Runge-Kutta: Integriere DGI mit

(i) 5. Ordnung Runge-Kutta Ergebnis : z5(t + h)
(i) 4. Ordnung Runge-Kutta Ergebnis : x4(t + h)
ohne Mehraufwand (=embedded)

Die Differenz:
A=ux5— 14

schiitzt den Niherungsfehler, der von der Ordnung O(h®) ist

Praktisches Procedere:

e Wihle A und gewiinschte Genauigkeit A,
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e Bestimme zu h gehorigen Fehler A
e Beachte, dak A mit h° skaliert.

e Wihle gewiinschtes h, nach:

Wahl der gewiinschten Genauigkeit A,
e Relativer Fehler A, = €|z
o Ay = e(lwy] + |hi])

Richardson Extrapolation, Stoer-Bulirsch Method
Idee:

e Der Fehler A ist eine Funktion von A mit A(0) = 0.

e Berechne A(h;), h; = ho/i und extrapoliere nach A(0).
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extrapolation
L0 o steps

.\y

O steps

| | | | | |

|
X Y+ H

Abbildung 11.3: Richardson Extrapolation, wie in der Stoer-Burlisch-Methode be-
nutzt

e Extrapolation liefert auch Schétzfehler der Extrapolation.

11.1.2 TImplizite Verfahren
Das Problem:

e Betrachte das DGI-System:

R Tl T i’

fCl = 9 T 9 i)
P T PP VP
2 — 9 1 9 2
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Die allgemeine Losung lautet:

Jfl(t) = C’le_Alt + CQG_AQt
SL’Q(t) = CleiAlt — 0267/\275

Integriert man Gleichungen mit Euler-Verfahren, so lauten die numerischen
Trajektorien:

21(i1) = C1(1 — hA1)" + Co(1 — hAy)’
$2(Z) 01(1 — h)\])l — 02(1 — h)\g)i

Diese konvergieren nur, wenn gilt: |1 —hX\| <1, |1 —hXy| <1

Sei )\2 > /\1, dann

— ist Komponente Coe*2* fiir Lésung zu vernachliissen,

— aber Schrittweite wird durch Ay diktiert.

Systeme dieser Art nennt man steif. Schrittweitensteuerung lauft gegen h = 0.

Obiges Argument gilt auch fiir Runge-Kutta und Stoer-Bulirsch.

Die Losung:
Implizite Verfahren

e Betrachte 1D-Fall:

T = —cx

Das explizite (oder Vorwérts-) Euler-Verfahren lautet:

Tigp = Tt -+ Q?th = (1 — Ch)ﬂ?t (23)
Erinnere: "Explizit”, weil z,,5 hier explizit durch z; gegeben.

e Methode ist unstabil, wenn h > 2/¢, dann |z;| — oo fiir t — oc.
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e Gl (23) basiert auf:

Tith — Tt

h

t ~~
ebensogut gilt (implizites Differenzieren):

Ti4h — Tt

h

Tppp &
Dies fiithrt auf:

Ty

— 24
1+ch (24)

Tiyh = Tt + Cl;t+hh =Tt — C.rt+hh < Lith =

ein implizites Verfahren, weil x;,j; auf beiden Seiten der Gleichung steht.

e Dieses ist fiir alle h stabil, fiir lineare Systeme gibt es fiir h — oo sogar die
richtige asymptotische Losung.

e Obiges Argument gilt auch fiir nichtlineare Systeme.

— Fiir explizite Verfahren: Stabilitit nur fiir

h < , Amax grobter Eigenwert der Jakobi-Matrix von f(.)

)\max
— Implizite Verfahren: Immer stabil.

e Nicht all Systeme sind linear :-)
Fiir

&= f(z)

lautet implizites Differenzieren:

Tern = Tp + f(Teyn)h (25)

Eine Selbstkonsistenz-Gleichung

Versuche Linearisierung, erinnere Newton-Schritt aus Kap. 9 Optimierung :
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Tivh = Tt + (f(xt) + % (Toqn — -rt)) h

Tt

Sortieren ergibt:

1
Togpn =x¢+ h ll — h%} f(zy)

e Hoffnung:
h klein genug, dass dieses hinreichend gute Losung fiir G1. (25) ist.

e Merke:
Jede Iteration benotigt eine Matrix-Inversion.

Es gibt Verallgemeinerungen fiir
e Runge-Kutta 4.0rdnung: Rosenbrock Methode

e Stoer-Bulirsch-Extrapolation: Bader-Deuflhard Methode

11.1.3 Integration Hamilton’scher Systeme

Kurzform Hamilton’sche Systeme

e Existieren fiir ein d-dimensionales Hamilton’sches System d/2 Erhaltungsgro-
fsen, ist das System integrabel

e Dann Dynamik dquivalent zum Torus

e Ist das System integrabel, gehe man auf Winkel-Wirkungsvariablen und mufs
nur noch Sinusse auswerten.

Ansonsten:

e Fiir Hamilton’sche Systeme

_OH(z,p) . OH(z,p)

b= or ' . Op

mufs die FluRabbildung f}; :
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o0\ _ o (90
z(t) 1\ #(0)
den Satz von Liouville und damit die Eigenschaft:
det(Dfy) =1, mit D f}; = Jacobimatrix
erfiillen.

e Derartige Algorithmen heifen symplektische Integratoren, siehe z.B. [10,15].

e Idee: Nach jedem Schritt wieder auf die erlaubte Energieschale projezieren.

Ubung:

Integration des van der Pol Oszillators 10.18
10. Wo-
che

11.2 Partielle Differentialgleichungen

Dieses Kapitel hat Daniel Lill beigesteuert.

PDEs sind Differentialgleichungen in mehreren Variablen, z.B. die Diffusionsglei-
chung:
Owu(Z,t) = DAu(Z,t)

mit, Diffusionskonstante D.

Sie sind omniprasent in der Physik:
e Wellengleichungen
o Maxwell-Gleichungen

e Schrodingergleichung

Allgemeines:
e Wie bei ODEs: Diskretisierung. Hier: mehrdimensionales Gitter.
e [ine eindeutige Losung braucht passende Randbedingungen.

Zwei wichtige Klassen:
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— Anfangswertprobleme, z.B. Wellengleichung
Jeder Zeitschritt kann nacheinander berechnet werden

— Randwertprobleme, z.B. Poissongleichung
Simultane Losung auf gesamtem Gitter
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boundary
~ Oy ) .
® O 0 0 0 0 o) 0 ® t conditions
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»
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initial values

(a)
. b N boundary
values
e ® o @7
]
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® O o O ® ®
L . 2 o 0 o L
® o o o O @
e o O O ]
e ® e e
(b)

Abbildung 11.4: Zum Unterschied von Anfangs- und Randwertproblemen, aus Nu-
merical Recipes, 3. ed
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11.2.1 Anfangswertproblem am Beispiel der eindimensionalen Diffusi-
onsgleichung

Die Diffusionsgleichung in einer Dimension:
Ou(z,t) = D O*u(w, )
mit Diffusionskonstante D und den Randbedingungen u(z,0) = f(x)

Finite Differenzen

e Erste Ableitung

e Zweite Ableitung

Taylorentwicklung

w(r + Az) = u(x) £ u'(v)Az + #Aﬁ + US—(':E)Ax?’ + O(Az?h)

Addition der Gleichung mit “+” und “—”
u(z + Az) +u(z — Az) = 2u(z) + u’(2)Az? + O(Az?)
liefert eine Ndherung der zweiten Ableitung:

W () = u(r + Az) — 22(;;) +u(zr — Azx) L O(Az?)

FTCS-Differenzenschema

e FTCS = Forward Time Centered Space Differenzenschema auf x-t-Gitter:
+1
uitt —ul _ ulg — 2uf +uj

At Ax?
mit v} = u(jAr,nAt) mit j=1,...,Jund n=1,...,T/At

+ O(At) + O(Az?) (26)

e Randbedingungen sind: ug = fjund z.B. ug = v, =0
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e Entscheidende Frage: Ist dieser Algorithmus stabil?

Ein Algorithmus ist stabil, wenn er gegeniiber Rundungsfehler unempfindlich
ist.

von Neumannsche Stabilitatsanalyse:

1 n __ n n
° Seluj —Nj + €]

— uj die exakte Losung der Differenialgleichung
— N7 die Losung mit Rundungsfehler
— (=)} die Rundungsfehler

e Beachte: Auf Grund der Linearitit 16st Rundungsfehler €7 auch die PDE.

Rundungsfehler hat also dieselben Wachstumseigenschaften wie die Losung
selbst.

e Betrachte Separationsansatz

Damit Gl. (26)
Tn+1Xj — TnXJ = STn<X]~+1 - QXJ + Xjfl)
Mit
_ DAt
- Aa?
e Teilen durch 7}, und X; und sortieren ergibt:

Toia (Xj1 + Xj1)
=1- 2 —
T, ° < X,

J

S

Linke Seite hidngt nur von n, rechte nur von j ab = heide Seiten miissen

konstant sein.
Tn+1

T,

=g = T,="Tyg"

g Wachstumsfaktor

X X,
1—3(2—%) =g = g=1-2s(1-cos(kAx))

J

Ergo: Stabil wenn |g| < 1, also s < 3.
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e Starke Einschrinkung fiir die Schrittweite At, sie geht oc Az?.
Fiir ODEs reicht kleines At, hier zusétzliche Bedingung

Implizites Differenzenschema BTCS

e Das implizite Differenzenschema BTCS (Backward Time Centered Space)
u?“ —uj = s(u?ill — 2u?+1 — u;Lfll) + O(AL) + O(Az?) (27)
hat Wachstumsfaktur

1
14 4ssin?(kAz/2)

9

und ist daher fir alle s stabil.

e Fiir At — oo stellt sich die Gleichgewichtsform der Gleichung ein:
Ogzt = 0

und die Losung ist wie bei impliziten ODE Losern fiir lineare Systems asymp-
totisch richtig.

Crank-Nicolson-Schema

e Crank-Nicolson-Schema: Mittelwert aus FTCS- und BTCS-Schema.

s
witt —ul = §(u;”i11 —2u ot ol — 20 ) )) 4+ O(AE) + O(Az?)

Wachstumsfaktor
1 —s(1 —coskAx)

Nt s(1 — cos kAx)

9

o [iir alle s stabil
e Zecitliche Abschneidefehler ist O(At?).

Fiir nichtlineare PDEs liefert von Neumannsche Stabilitdtsanalyse nur notwendige,
jedoch nicht immer hinreichende Bedingungen fiir die Stabilitat.
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11.2.2 Randwertprobleme
Beispiel: Laplace-Gleichung:
Au(Z) =0fir eV
mit Randbedingungen an u(9V') oder g—Z(@V) gegeben.
e Finite Differenzen fiir 2D Laplace-Gleichung:

Uit = 2 Ui e = 2t Ui

Ay Ay + O(Az?) + O(Ay*) =0

Sortieren ergibt:

1
Uij = o (Ui + Uicrg + Ui + Uijo1)

u;; ist also der Mittelwert seiner nidchsten Nachbarn.

e Naives lterieren: Jacobi-Iteration

(n) (n)

o L Ui i1 T Uig1)

(n+1)
Ui = = Z(ui+1,j + U

e Schuneller ist das GauR-Seidel-Verfahren:

— Fange links unten an und berechne die Werte in der ersten Zeile von links
nach rechts

— Nutze die neuen Werte bereits fiir der nachsten Punkte

(n+1) 1
1,7 - 4

n n+1 n n+1
(U§+)1,j + uz('—l,j) + ui,j)—&-l + uz(,j—l))

e Noch schneller ist das successive overrelaxation Verfahren:

n+1 n n n+1 n n+1 n
ugg )= uz(,j) + W(“§+)1,j + uz(‘—l,j) + Uz‘,j)+1 + uz(‘,j—l) - 4“5,]')) (28)

mit w klug gewéhlt.
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11.2.3 Methode der finiten Elemente
e Statt Naherung der PDE durch finite Differenzen ...

e Niherung der Losung durch Linearkombination von Basisfunktionen

1.0

»
0.81 N\
0.6 \
\

0.4
0.2

/

2
-0.2 A
\‘-

~0.4
1.0~
08 \
0.6

0.4

0.2 V.

6 g

-0.2
-0.4

Abbildung 11.5: Die Besselfunktion wird durch eine Linearkombination der bunten
Dreiecksfunktionen approximiert.

Beispiel:

e Poissongleichung in 1 D

Randbedingungen

Formulierung des Problem in seiner schwachen Form in Bezug auf Basisfunk-
tionen v;:
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Vu; mit v;(0) = v;(1) = 0 gilt:

/0 (el = / u'(@)vy(w)de = ' (2)vi(2)]5 — / @) (29)

Der erste Term rechts verschwindet wegen der Randbedingungen von v;.

Teile den Bereich [0, 1] in kleine Intervalle [x;, z;11] auf und ordne jedem Punkt
x; eine Dreiecksfunktion zu:

4 .
ﬁ T &€ [l’i_l,l‘i]
vi(x) = ;:1% T € [T, Tit]
0 sonst

\

Die Funktion u(z) wird als Linearkombination dieser v; ausgedriickt

u(x) = Z a;v;(x) (30)

Statt unendlich jetzt endlich dimensional

GL (29) wird mit GL. (30) zu:
1 1
Vi / pvj(x)dr = Zai/ v (x)vj(z)d
0 3 0

Ein lineares Gleichungssystem.
Mit .
M;; = / v (2)v)(x)dx
0
und

1
w; :/ pvj(x)dx
0

168



folgt
ZMijai:wj :>5:M_1U7

Beachte: Die Matrix M ist nur diinn besetzt, sodass Invertierung schnell geht.

In Abbildung 11.6 ist das 1D-Poisson-Problem mit p = —2 mit zwei unter-
schiedlichen Grids dargestellt. Die Parabel ist bei beiden gut zu erkennen, je-
doch wurde in der rechten Abbildung das Grid zum Rand hin grober gewahlt.
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Abbildung 11.6: Das 1-d Poisson-Problem a) mit feinem Grid b) mit grobem Grid
in der Néhe des Randes und feinem Grid beim Minimum der Parabel
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Anmerkungen zur Methode der finiten Elemente

e Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen: In 2D wird der Bereich triangu-
liert, in Dreiecke zerlegt. Zu jedem Punkt ¢ gehoren dann mehrere Dreiecke j,
zu denen jeweils eine Basisfunktion v;(z,y) gehoért. Analog fiir héhere Dimen-
sionen.

e Grid kann flexibel auf die Geometrie des Problems angepasst werden. Beispiel:
Crash-Simulationen, bei denen die Knautschzone feiner gerastert ist als das
Heck des Fahrzeugs.

e Andere Basisfunktionen z.B. Polynome sind auch mdoglich

e Spektrale Methoden funktionieren dhnlich:

— Die Funktion u(.) wird wieder in endlich vielen Basisfunktionen entwickelt
— Aber: Basisfunktionen haben vollen Tréager, z.B. Fourierreihe

— Abbruch bei der bestimmten Frequenz.

171



11.3 Stochastische Differentialgleichungen

Literatur:

e P.E. Kloeden, E. Platen. Numerical Solution of Stochastic Differential Equati-
ons |31|, Mathematisch ausfiihrlich

e P.E. Kloeden, E. Platen, H. Schurz. The Numerical Solution of SDE through
Computer Ezperiments [32|, mit Simulationssoftware

e B. Oksendal. Stochastic Differential Equations [48], gutes Buch

e J. Honerkamp. Stochastic Dynamical Systems [25] Kap. 10, Kondensierte Dar-
stellung fiir Physiker

Stochastische Differentialgleichung (SDE), Physiker-Definition, Langevin-Gleichung

= f(x,e) = a(x) + b(x)e, e~ N(0,1)

a(x) : Deterministischer Anteil: Drift-Term

b(x)e : Stochastischer Anteil: Diffusions-Term

e ¢: Dynamisches Rauschen

Grundsétzliches Problem: & und z nicht glatt

Mathematiker-Definition

dr = a(x)dt + b(z)dW (31)
dazu unten mehr
Warum stochastische DGls 7

e Modellierung der dufseren Einfliisse in offenen (deterministischen) Systemen.

Klassisches Beispiel: Brownian Motion:

z(t) =x(t — 1) + oe(t), €(t) ~ N(0,1)

Zeitskalenseparation zwischen trager Polle und schnellen Wasserteilchen

Physikalische Interpretation
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x(t) = x(t — At) + oe(t)
z(t) — z(t — At) oe(t)
At At

lim : © = €
At—0

Geschwindigkeit ist weifses Rauschen mit Mittelwert 0, iiber € denken wir unten
nach

e Modellierung komplizierter Teilbereiche eines deterministischen Systems.

e Eigentlich in nicht-Hamilton’schen dissipativen Systemen immer notig wegen
Fluktations-Dissipations - Theorem : Wo Reibung, da auch Stochastik in der
Dynamik [40].

e In Hamilton’schen Systemen fiihrt dynamisches Rauschen zur Divergenz.
Bedeutung Term b(x)e :
e zustandsabhingige Varianz

e Parametrisches Rauschen:

T=—(ct+e€x=—cx—ex

Verrauschte Parameter

Integration von SDEs

Statt als Taylor-Entwicklung Gl. (22) lassen sich die verschiedenen Verfahren zur
Integration von deterministischen DGls aus Kap. 11 auch als Ndherungen von Inte-
gralen lesen:

i o= f(z)

<~
t+h
Tiyh = Ty + / f(%’t/)dt/
t

e Explizites Euler-Verfahren: ft+h f(xh)dt =~ f(z¢)h

t
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e Implizites Euler-Verfahren: ftt+h flzy)dt =~ f(xien)h

e Runge-Kutta: Integralauswertung an mehreren Stellen

Fiir SDEs geht nur Zugang iiber Integralinterpretation.

t+h t+h
xt+h = Tt ‘l— / f(l'tl, Et/)dt/ = ¢ —|— / (a/(l't/> ‘I‘ b(xt/)et/)dt/
t t
Betrachte einfachstes Beispiel: Linear geddmpftes stochastisch getriebenes System

r = —ax+ o€

t+h t+h
Ti+h — Tt —I—/ —Oéflft/dt/ + O'/ Et/dt/
t t

Aber was ist ein Integral {iber €y 7

e Betrachte:

t+h
/ €yt dt/
t

Macht weder im Riemann- noch im Lebesgue-Sinne Sinn.
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10 .
L | ——Funktion (Polynom 3.Grades)

8 -Obersumme

Untersumme

5 T
% Funktion {e(x)~N(0,1))

a
-Obersumme

Untersumme

Abbildung 11.7: Ober- und Untersumme bei einem Polynom und einer stochasti-

schen Funktion
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e Beobachtung:

Ergebnis des Integrals ist Brownian Motion

e Brownian Motion in diskreter Zeit (At = 1) ist:

z(t) =a(t — 1) + oe(t) z(0) =0, €(t)~N(0,1)

20 T T T T T T T T T
15+ f -
10 s “ B
fire b gy
g of. i+, T4 AEEEN .
-200 1&0 . 2(I]D B(IJO 4(;0 5tI]0 6£I]O ?tIJO SI;CI Q[I]U 1000
Zeit t
Abbildung 11.8: Brownian Motion
e Ineinander eingesetzt
z(t—1) = z(t—2)+oe(t—1)
t—1
w(t) = o €t
=1
e Da Varianzen additiv, gilt
(@*(t)) = o, (a(t)) =0

(32)



xz(t) ist  Gauk’sche  Zufallsvariable — mit  Mittelwert 0  und
Standardabweichung o/t

e DEFINIERE:

t+h
/ dt' ¢y = Vhe,
¢

e Bemerkung: Die Mathematiker drehen es herum:

1. Definiere zeitkontinuierliche Brownian Motion durch Gl (32),
Wiener-Prozess

2. Definiere 7€’ als Inkremente, i.e. Zuwéchse, des Wiener-Prozesses, dIWW in
Gl. (31)

Fiir Geniefser zum Selbststudium: Tto und Stratonovich Integral

e fiir additives Rauschen identisch

e fiir multiplikatives Rauschen unterschiedlich

Damit Euler-Verfahren fiir z = a(x) + b(x)e
Tyyn = Ty + Cl(l't)h + b([Et)Et\/ﬁ + O(h)

e Hohere Ordnung i.a. sehr schwierig, da komplizierte stochastische Integrale
auftreten, siche [25].

e Euler bewirkt: Integrationszeitschritt i.a. < natiirliche Samplingzeitschritt, sie-
he |71] speziell zur Integrationszeitschrittwahl.

Ubung;:

Integration des stochastischen van der Pol Oszillators 11.18
11. Wo-
che
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11.4 Gillespie-Algorithmus
Literatur:

e Original [21]

e See also: [19,44,53|

e Kritische Auseinandersetzung mit Grundlagen und Interpretation [75]

Stochastic Model

(stochastic process)
g Determinjgy;
i
o memory ic + N%‘G
v R : .
Chapman-Kolmogorov Equation (CKE) Stochastic Differential Equation
(Markov process) (Langevin'’s equation, Ito calculus)

Differentiapjj 4

ility cof,d% :
K pom
I8
Iz
differential CKE (dCKE) g
el .

& v

Master Equation Fokker-Planck Equation (FPE)
(jump process) (diffusion process with drift)
Smal ;
eqo\uﬂ\e Jumy, o ® -
N L i L
s |

/ v
Q— Expansion %Et ; Kramers-Moyal Expansion Liouville Equation
€ jumps fi

(van Kampen) rom chemica) Teacy, (deterministic process)
1/0/)0
Chemical Master Equation (CME) hrnod "
(biochemical reIaction network) eng
/
Gillespie’s approach Sin@
dion (Stochastic Simulation Algorithm (SSA)) Y
jes P2 » s rtiti
%QeO\ - ?\eacﬁo“ Pariition : Subsystem partition
gt / (stochastic/deterministic)
/ & (fastisiow)
Fast Species: Fast Reactions: Deterministic Part:
< QSSA + QSSA + ODE solutions
« Diffusion approx. « Diffusion approx. Stochastic Part:
Slow Species: Slow Reactions: « SSA
-« SSA + SSA

Abbildung 11.9: Uberblick Stochastische Modelle
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Alle Dynamik ist diskret-zahlig

Populationsdynamik von Tiere

Chemische Reaktionen zwischen Molekiilen

Bankverkehr

Besetzungszahlen-Formalismus in der Quantenmechanik, a und a'

Differentialgleichungen sind Grenzfall

Betrachte im Folgenden chemische Reaktionen
Sei S eine Spezies und

P,(t) = Prob(#S(t) = n zum Zeitpunkt ¢)
Betrachte:

e Propensity a;(.): Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir Anderung des Zustan-
des

e Zufluk nach P,(t)
a;(n — v;)
n—v; — 'n

mit a;(n — v;) der Rate der Anderung um v;, gegeben Zustand war in n — v;

e Abflufs von P,(t)
a;(n)
n — n+y
mit a;(n) die Rate der Anderung um v;, gegeben Zustand war in n

Dann Chemische Master-Gleichung:

In der Regel

e mehr als eine Spezies: P(S1,Ss, ..., Sk)
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e mehrere mogliche Reaktionen Ry, Rs, ..., Ry

e nicht analytsich zu I6sen.

Gillespie-Algorithmus: Statt analytischer Losung

e Simuliere viele Trajektorien

e Ermittle Resultate durch Mitteln oder betrachte Verteilungen

e Man kann zeigen: Gillespie Algorithmus produziert die richtigen Verteilungen
Gillespie-Algorithmus beantwortet:

e Wann findet die néchste Reaktion statt 7

e Welche ist es 7

Zentrale Grofe: Reaktions-Wahrscheinlichkeits-Funktion P(i, 7)
P(i, 7)dr: Wahrscheinlichkeit fiir Reaktion R; im Intervall (t+7,t+7+dr), gegeben
System in Zustand S(t)

P(i,7)dr = Py() Pi(dr) (33)
mit

e P,(dr) = a;dr: Wahrscheinlichkeit, dass Reaktion R; im Intervall (¢4 7,t 47+
dr) stattfindet.

)
e Py(7): Wahrscheinlichkeit, dass gegeben Zustand S(t) keine Reaktion im Inter-
vall (¢,t + 7) stattfindet

Die Wahrscheinlichkeit, dass irgendeine Reaktion im Intervall dr stattfindet, ist:

M
E (ZidT
i=1

e Definiere:

Wahrscheinllichkeit fiir keine Reaktion im Intervall dr: 1 — a*dr.
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e Daher

Py(t+dr) = Py(7)(1 — a*dr) = Py(1) — a* P,(7)dr
Ergibt Differentialgleichung

*

By = —a*P,, mit Losung Py(1) =e 7
Po(O) =1o0.k

e Zusammengefafit, mit Gl. (33):

P(i,7) = ae "
Zentrale Fragen:
e Wann wird eine néichste Reaktion stattfinden ?
e Welche Reaktion ist die ndchste 7

Wann ?
Summation iiber alle Reaktionen

M
P(r)=> P(i,r)=a"e ™"
i=1

P(t)dr: Wahrscheinlichkeit fiir irgendeine niichste Reaktion in Intervall
(t+ 7, t+7+dr)

Welche Reaktion ?
Gegeben eine Reaktion geschieht im Intervall (¢ 4+ 7,¢ + 7 4+ d7), gibt die bedingte

Wahrscheinlichkeit (i.7) .
~ P(i, 1 a;e ¢ 7 a;
P ) = — ! = v = —Z
(ZlT) P(T) CL*e—a*‘r a*

die Wahrscheinlichkeit, dass es Reaktion 7 ist.

Auf dem Weg zum Algorithmus:

e Wann ?
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— Die kumulative Verteilung F(7) fiir P(7) lautet:

F(r) = / P(r)dr" = a*/ eV Tdr =1 — e
0 0

— Sei 1 gleichverteilte Zufallszahl im Intervall [0, 1]

— Wiahlt man 7 so, dass F(7) = rq, ist die Wahrscheinlichkeitsdichte von 7
die von P(7)

— Man erhahlt somit ¢ durch

1 1
= ! - ]
" (Tl) a* o8 (1 —7"1)

— Da r; genauso gleichverteilt ist wie 1 — rq, gilt fiir die Zufallsvariable der
Zeit 7 der nichsten Reaktion :

1 1 1
7=F"1r)=—log (—) =—lInnr
a* a*

1
e Welche ?

— Sei ry eine gleichverteilte Zufallszahl in [0, 1]

— Welche Reaktion stattfindet wird durch

Jj—1 J
E a; < rea” < E a;
i1 i=1

bestimmt

Bestimmung der Propensities a;

e c; dt: Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte einzelne Reaktion R; im néichsten
Zeitschritt dt stattfindet.

e h;: Anzahl Kombinationen der Reaktanten

o q; dt = h;c; dt: Wahrscheinlichkeit der Reaktion R; im néichsten Zeitschritt
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e Beispiele

Reaktion R; G h;
sk o]k #5,
S+ 5 k/V #Sy - #55
25, L 2k)V | 14£S; - (#S1 — 1) = < #251 )

Gillespie-Algorithmus:
1. Initialisierung

e Setzet =0
e Wihle Anzahlen von Molekiilen #5;(0)

2. Berechne Propensities

e qa;dt = h;c; dt: Wahrscheinlichkeit der Reaktion R; im nichsten Zeitschritt

e Berechne a* = Y.V a;
3. Ziehe zwei gleichverteilte Zufallszahlen ry, o

e Bestimme 7 = —ai* log 1

e Bestimme j so, dass

4. Update

e Update der Anzahl der Molekiile nach dem Reaktionschema
e Setzet =t+ 71
e Gehe zu Punkt 2.

Ubung:
Gillespie Algorithmus
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Lessons learned:

e Runge-Kutta Integratoren fiir ODEs durch geschickte Funktionsauswertungen

Steife Systeme brauchen implizite Integratoren

Partielle DGLs, Kopplung von Az und At

Stochastische Differentialgleichungen, charakteristisches v/h

Gillespie-Algorithmus fiir die Chemische Master-Gleichung
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12 Nichtparametrische Schitzer

12.1 Nichtparametrische Dichteschitzer

Literatur:
e B.W. Silverman. Density Estimation [65] Die Bibel
Aufgabe:

e Gegeben N Realisierungen z; einer Zufallsvariablen X mit Dichte px (z), schét-
ze die Dichte.

e Parametrische Dichteschatzer

— Bei Standardverteilungen wie Gauk, Exponential, x? schitze Parameter
der Verteilung iiber Abgleich der Momente

— Alternative: Fit an die kumulative Verteilung der Daten
e Nichtparametrische Dichteschétzer nehmen keine parametrisierte Verteilung an

Naivster Zugang: Histogramm

e Unterteile x-Achse in bins der Breite h ausgehend von Ankerpunkt x:

bin,, = [xo +mh,zo + (m + 1)h], meZ
e Schitze p(z) durch

1
p(x, o, h) = N—h(Anzahl der z; in bin,,) (34)

e Problem 1: Wie den Ankerpunkt zy wahlen ?

e Problem 2: Wie h wihlen 7
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Abbildung 12.1: Histogramme der Eruptionsldngen des Old Faithful Geysirs
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Naiver Zugang:
e Ersetze Gl. (34) durch

0.

Density estimate

0.2

Density estimate

0.4

1

6

T

T

R 1
plx, h) = m(Anzahl der z; € [t — h,x + h])

1 1 1 1 1 J

0.2

T

1 2 3 4 5 6
Eruption length (min)

1 1 1 ! ]

1 2 5 4 5 6
Eruption length (min)

Abbildung 12.2: Kernschétzer fiir Daten des Old Faithful Geysirs
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Kernschétzer (fixed size):

e Beachte, dafs der naive Schitzer ausgedriickt werden kann durch:

w(x):{% if |z| <1

0 sonst

plz, ) th <5"_$)

e Idee: Wihle statt Rechteckbox w(x) eine glatte Funktion K (z), K wie "Kern”,

die
/ K(z)dxr =

erfiillt und bis auf weiteres positiv ist.

e Problem 2 : h 7 bleibt

o "fixed size” erklaren
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Abbildung 12.3: Wahre Dichte der Daten
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Abbildung 12.4: Geschétzte Dichte der Daten fiir 200 simulierte Datenpunkte mit
(a) h=0.1; (b) h=0.3; (c) h=0.6
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Nearest Neighbor method (fixed mass) :
o Idee:

Wo viele Punkte liegen, wihle kleines h
e Wihle: Integer k

e Sei d(x,z;) der Abstand zwischen z und z;
Sortiere d(z, z;) aufsteigend: dy(z),ds(x), ..., dy(2)

e und definiere den "k-th nearest neighbor” Schatzer:

k
R By Rk
pNN($7 ) 2Ndk(l’)
Gleichung veranschaulichen. Aufgeldst ist k = 2di(x) Np(z) die erwartete An-
zahl.
061
]
(=
E
w04+
L+
2
2
a
0.2+
0 1 1 1 Il 1 J
0 1 2 3 4 5 6

Eruption length (min)

Abbildung 12.5: Nearest Neighbour-Schétzung fiir die Daten des Old Faithful Gey-
sirs
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e oder genereller:

o) = st o ()

i=1
e Statt Problem 2, nun Problem 2a: Wahl von £ ?

e "fixed mass” erklaren

Mathematisierung (fiir Kernschétzer, fiir NN-Schitzer analog)

Annahmen:

/K(t)dt =1, /tK(t)dt =0, /tQK(t)dt =ky #0,
Berechnung des bias:

e Erwartungswert des Schitzers

<mm>=ﬁ%;i<K($;%)>=QQ/K(x;y)p@My
bias(r) = (p(2)) - pla)

= %/Kc;y) p(y)dy — p(x)

e Variablentrafo: y =z — ht und [ K(t)dt = 1:

bias(z) — / K(t)p(e — ht)dt — p(a)
= [ K@l — )~ pla)i
e Taylor-Entwicklung:
p(x — ht) = p(x) — htp'(z) + %thQp”(ac) +...
bias(z) = —hp(x) / LR (1)t + %th”(az) / PR+ ...
_ %fﬂp"(x)kg + O
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Beobachtung:
e Bias hingt nicht von N ab.
e Nur von p’(z) & h

e Anschaulich machen

Analoge Rechnung fiir die Varianz ergibt:

Var(p(x)) = 0(x) / K (t)dt

e Varianz héngt von p(z), N und h ab

Zusammenhang mit Zahlprozef
Konsistenter Schitzer im Limes:
e h—0
e Nh —

e Ergo: h langsamer gegen 0 als NV gegen oo

Optimaler Kern

e Mean Square Error
MSE(p(z)) = ((p(x) — p(x))?) = bias(p(x))* + Var(p(z))
e Mean integrated square error

MISE(p /MSE

1
MISE(p) = Zh“kﬁ/ )dx + —/K

e Minimierung des MISE beziiglich h: ergibt:

hopt = ky /° </ K(t)2dt>2 </ P//(l’)dx> 1/5 N-L5

193

(35)



— Optimalerweise muf s skalieren mit h oc N=/%,

— Vorfaktor enthilt leider Kriimmung der wahren Dichte.

e Einsetzen von Gl. (36) in Gl. (35) ergibt:

5 1/5
MISE = S C(K) ( / p”(:c)dx) N—4/5

mit

C(K) = K° ( / K(t)2dt> v

Unter obigen Annahmen an K (t) wird das minimiert durch Epanechnikow-Kern

Ky (t) = 0 sonst

{ﬁg@—%t?) if —vV5<t<+b

e Effizienz eines Kernes K :

Eff(K) = C(Kg)/C(K)

Kern K(t) Effizienz
Dreieck 1 — [¢] fiir [t{ <1 0.986
Gaufs klar 0.951
Rechteck 1/2 fiir |t| < 1 0.930

Conclusio:
e Rechteck ist schlecht
e Gauls hat keinen endlichen Trager, auch schlecht

e Dreieck ist o.k.

Wahl von h: Crossvalidation

o Idee:
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— Angenommen man hétte eine weitere Beobachtung x4

— Dann wire die log likelihood : £(h) = log pn(zn+1), und man konnte sie
in Abhéngigkeit von h maximieren.

— Leider hat man keine, darum:

e Definiere den "leave-one-out” Schitzer:

und die Cross-Validation Funktion C'V'(h):

N
1 Ai
V() = > log ()
=1

e Bestimme “optimales” h durch maximales C'V'(h).

opt

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 i1l
h

Abbildung 12.6: Gewiinschtes Verhalten von C'V'(h)

e [Is gibt viele andere heuristische Ideen, jede hat ihre Probleme.
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12.2 Nichtparametrische Regression

Literatur:
e W. Hirdle. Applied Nonparametric Regression |23]
Das Setting:

e Aufgabe:
Gegeben N Realisierungen des Modells

y=m(z) + €, "m()", weil das der mean von y ist, €~ N(0,0%)

Schétze m(x) nichtparametrisch, i.e. ohne Annahme eines parametrisierten Mo-
dells wie in Kap. 6, auf Grund von Messungen (y;, ;).

e Ansatz, wiederum Kernschétzer:

N

R 1 T — x;

m(x):mzf{( h )yz
=1

oder auch Nadaraya-Watson Kernschétzer:

(z) = iy K((x =) /h)
S K (e —x)/h)

Yi
wegen Normierung.
o Mit
cxk = / K?(u)du
dig = /U2K2(u)du
gilt fiir den Mean Square Error analog zu oben:

O'QCK m”(m)Q

MSE(zx) = . + htd% 0
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e Wie bei Dichte-Kernschitzern:

Breite des Kerns kontrolliert den trade-off zwischen bias und Varianz
e Wiederum konsistenter Schétzer fiir h — 0, Nh — oo

e Bei Dichte-Kernschitzern waren positive Kerne natiirlich, das ist hier nicht
mehr notwendig, siche unten.

e Zur Wahl von h, siche Ubung.

Aquivalenz von Kernschitzern und lokaler nichtlinearer Regression

e Betrachte Rechteckskern?®:

w0 ={ % ot
Betrachte fiir festes x:
. N
7 Min 2 K(z —2)(yi — a = b(a — 2;)*)*

den lokalen Parabelfit an das durch uniformen Kern festgelegte Interval.

Ergebnis wird sein:
m(r) =a

e Die Normalengleichungen (remember Kap. 10.2) lauten

%: %ZK(x_fﬂi)(yi—d—l;(x—xi)Q):()
%: %ZK(‘”_%‘)(%—d—i)(x—xi)?)(xi_x)? -0

%

e Definiere

g(x) == Z K(x —x;)y;

3Etwas anders definiert als sonst, um stéindiges Teilen durch h zu vermeiden
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Nehme an z; sei gleich-verteilt und beachte:
1

e Nihere

0o 1/2h
%;K@—fci)@—m“%/_OOK@—u)(w—ufdu:/ (v —u)'du = h /5

~1/2h

Fiihrt fir ¢ auf: 4
0=3h%) —5A + §h2d

e Alles eingesetzt:

a:%;ff(x—xi) (3—5<(x;xi>2> vi
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e Scharfes Hinsehen zeigt:

. 1 .
(@) == & YK

o[ 3/83=5(u/h)? if |ul <h
K(u)—{ 0

sonst
einem parabolischem Kern.

e Umgedreht: Parabolischer Kern entspricht lokalem Parabel-Fit

50+

.

x e

YT

-100

ol

450 -. - 500" BED

" 600 " 650
Abbildung 12.7: Lokale Parabel-Fits im Vergleich zum Kernschatzer

e Fiir andere Kerne hohere Ordnungen

e Merke: Nichtparametrische Regression = Parametrisch mit vielen Parametern

Savitzky-Golay - Filter
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e Idee: Drehe es herum
Bestimmung der Kernkoeffizienten aus Polynomfit

Daten seien dquidistant, Ax = 1.

h
m(x;) = Z CiYi+tj

j=—h

e Wihle ¢; so, dak es einem Polynomfit mit

Y; = Qg + ali + CLQZQ + ... CL]\4ZJV[
an die Daten y = (y;_p, - .., Yirn) entspricht, dann analog zu oben:

e Erinnere Kap. 6 Nichtlineare Regression

Die Designmatrix A lautet:

Ay =1

und die Normalengleichungen fiihren auf:

AT Aa = ATy oder a = (ATA) 1Ay
Praktisch: Koeflizienten a sind linear in den Daten.

e Somit ergibt sich c; als ag, wenn man y durch die Einheitsvektoren e; ersetzt:

= {(ATA) A e}y = Z{ATA o™

Fiir M=2, h=2, lauten Koeffizienten:
—.0086, 0.343,0.486, 0.343, —.0086 und sind nicht positiv.
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Abbildung 12.8: (a) Verrauschte Daten; (b) Gefittet ohne S-G-Filter, 16 Punkte
links und rechts; (¢) mit S-G-Filter vom Grad 4, 16 Punkte links und rechts; (d) mit
S-G-Filter vom Grad 2, 32 Punkte links und rechts; (e) mit S-G-Filter vom Grad
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Schatzung von Ableitungen
Macht man dasselbe wie eben fiir a;, erhdhlt man eine Schitzung der 1. Ableitung,
usw.

Spline smoothing

e Paft man eine Funktion g(x) mit vielen Freiheitsgraden, z.B. Polynom sehr
hoher Ordnung, mittels least squares

a = argmin Z(yz — g(, a))2

an Daten y; an, wird g(x,a) die Daten interpolieren und lokal sehr variabel
sein.

o Idee:
Fordere eine gewisse Glattheit von g(z,a).

Glattheit kann man messen durch:

(@' @a)pde

e Definiere, erinnere Regularisierung, Kap. 4.3

N

Sx(g) = Z(yi — g(zi,0))* + /\/(g"(x,a))2dx

i=1
e Beachte
— A =0 : Interpolation

— A =00 : Lineare Regression

e Minimierung von Sy(g,a) iiber alle zweimal differenzierbaren Funktionen hat
eine eindeutige Losung:

m(z) ist:

— kubisches Polynom zwischen aufeinanderfolgenden x;-Werten.

— stetig an den x;-Werten
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— 1. und 2. Ableitung stetig, 3. Ableitung unstetig.

— 2. Ableitung = 0 an z; und xy.

e Heifit Spline: "ldngliches diinnes Holz oder Metall” (Langenscheidt)

Biegt man das, ist es schon glatt.
e Kennt man Fehler auf den Daten, kann man A fixieren.

e Lift sich (unschén) auch als Kernschétzer formulieren. A wird zu h. Bestim-
mung durch Cross-Validation

100 —

Acceleration (g)

_.100 =

Time (ms)

Abbildung 12.9: Spline smoothing eines Datensatzes

Robust smoothing
Sind die Fehler nicht Gaufs’sch, kann der Median-Filter:
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may () = med{y;}, {vilz; € [x — h,x + h]}
von Nutzen sein, z.B. in Rauschunterdriickung in S/W-Bildern.
Der Fluch der hohen Dimension
Verteilt man N Punkte dAquidistant im d-dimensionalen Einheitskubus [0, 1], so
betragt der Abstand distyy zwischen 2 benachbarten Punkten:
diStNN = N_l/D
Beispiel N = 10000:

D diStNN
1/10000
1/100
1/21.54
1/10
1/6.31=0.16
1/2.51=0.4

Tt W DN =

—
jas)

Le. in 10 Dimensionen hat jeder Punkt in jeder Richtung 2.5 Nachbarn, also i.w.
keine.

Ubung: Crossvalidation
12. Wo-
che

Lessons learned:

e Nichtparametrische Dichteschitzung: Kernschitzer und Nearest-Neighbor-
Schétzer

Bias und Varianz der Schitzer

Optimaler Kern und optimales h

Nichtparametrische Regression = Parametrisch mit vielen Parametern

Savitzky-Golay - Filter & Splines
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13 Spektralanalyse

Literatur:

e M.B. Priestley Spectral Analysis and Time Series |51].
Der mathematische Klassiker No. 1

e P.J. Brockwell, R.A. Davis Time Series: Theory and Methods [9].
Der mathematische Klassiker No. 2

e J. Honerkamp Stochastic Dynamical Systems [25] Kap. 13.3
Kondensierte Darstellung fiir Physiker

Definition Autokovarianzfunktion:
Sei x(t) ein stationdrer Prozef mit (z(¢)) = 0, dann ist die Autokovarianzfunktion:

ACF(1) = (x(t)z(t + 1))
Definition Spektrum:

S(w) = / dr e ACF(r) = {|f(w)[?)
mit

flw) = [ dee ate

In Analogie zu weilses Rauschen vs. Wiener Prozessist die erste Formulierung bei
Mathematikern bevorzugt, die zweite bei Physikern.

Die Fouriertransformation ist orthogonal (alle Eigenwerte Betrag 1), d.h.:
/S(w)dw = Var(z(t))
Spektrum ist "Varianz pro Frequenz” Darstellung des Prozesses.

Zeit-diskrete Prozesse:
Betrachte:

x(i) = ax(i — 1) 4+ oe(i), 0<a<l1, €(i)~N(0,1)
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e Wenno =0

ein Relaxator mit 7 = —1/loga

e 0 # 0: Prozef wird vom Rauschen immer wieder aus der Gleichgewichtslage
um 0 weggetrieben.

Physikalisch: Stochastisch getriebener Relaxator

e Prozef heifst Autoregressiver Prozefs erster Ordnung, AR|1].

15 T T T T T

AR[1]-Prozess
N AR[2]-Prozess

x(t}

10 - U N

=20 1 1 1 1 1 | 1 1 1
100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Zeit t

Abbildung 13.1: Realisierung linearer stochastischer Prozesse 1. und 2. Ordnung

e AR|2| Prozef:
(1) = ayz(i — 1) + agx(i — 2) + €(i)

ergibt mit:

ap = 2cos(2m/T)e V"

ay = —e 27
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einen stochastisch getriebenen, geddmpften Oszillator der Periode 7" und Re-

laxationszeit 7.

2.5

2.5 1 ! |
50 100 150 200 250

t

Abbildung 13.2: Realisierung eines linearen stochastischen Prozesses 2. Ordnung

13.1 Spektren von AR|p| Prozessen
e Definiere Backshift-Operator:

B(z(t)) = x(t —1)
e Sei
1 ZN: .
flw)=—= ) e ™)
VN S
(Normierung fehlt ab jetzt) dann ist
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N N

Y e MBat) =) et —1)=e > e “a(t) = e f(w)

t=1 t=1 t=1
Allgemein:
N
e B (1) = e f(w)
t=1

e AR|p| Prozek:

p
o(t) = ) a; B (x(t) = €(t)
j=1
e Fouriertrafo:
P
F@)(1 =) ae ) =¢
j=1
e Spektrum:
1 o?
_ 2y _ ©
S(w) = ([f(w)]*) zﬂll_zizlajeﬂjwz
Wichtig:

Spektrum von AR|p|-Prozess ist glatt.
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Abbildung 13.3: Spektrum eines linearen stochastischen Prozesses 2. Ordnung

Erinnere AP I Getriebener geddmpfter Oszillator
Dort Anregung mit einer Frequenz nach der anderen. Hier alle gleichzeitig. Super-
positionsprinzip.

Glattheit gilt auch
e fiir alle nichtlinearen stochastischen Prozesse.

e i.w. fiir alle chaotischen Prozesse.

Allgemein: Immer, wenn die ACF zerfillt, i.e. der Prozess vergeflich, mischend ist.
An Faltung erkliren.
Glattheit gilt nicht fiir

e integrable Systeme

e Grenzzyklen
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13.2 Fast Fourier Transform (FFT)
Cooley & Tukey, 1965 [11].

e Die Berechnung der Fourier-Transformierten

N-1

flog) = e ™ a(t)

t=0

fiir alle Fourierfrequenzen

2rk
_ 2wk,

=-N/2...,0,...,N/2
N / Y Y Y /

Wk

ist von der Komplexitit O(N?).

o Fiir z(t) reell:

flwr) = f*(—wp)
Freiheitsgrade abzahlen.

e Divide and Conquer - Strategie

Sei N =2"
N-1
flog) = fo = D e ™ a(t)

t=0
N/2—-1 N/2—1

_ e—iwk(Qt)x(2t)+ Z —iwk(2t+1)x(2t+1)
t=0 t=0
N/2-1 N/2+1

= D e pet Y e a2+ 1)
t=0 t=0

= fi+ e*"w’“f,g e wie even o wie odd (37)

e ff und f7? periodisch in k£ mit Periode N/2
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Fir f7 und f kann man Zerlegung wiederholen.
Ergibt : fr¢, fe°, fo¢ und fg°.
Effektive FT-Lénge jeweils N/4, der Rest ist periodisch.

Iteriere dies, bis die Lange der Fourier-Trafo = 1 ist.

Aber

Z e™'z(0) = x(0)

t=0

D.h., es gibt Darstellung:

5006660..06 — feooeeeo..oe — x(t) Vt
héngt nicht von k ab, da periodisch in k£ mit Periode 1.
Linge der Kette eooeeeo..oe: log, N

Nun zentraler Punkt: Bitreversal:

Welche Folge von e’s und o’s gehort zu welchem ¢
— Drehe die Ordnung der €’s und o’s um

— Frsetze die Folge eo..oeeeooe mit e =0 und 0o =1
— Ergibt die binary-Darstellung fiir jedes t.

FET Algorithmus Gl. (37)

— Beispiel 4
00 01 10 11
0 1 2 3 |BR| binary
ee | X ee 00
€0 X oe 10
oe X eo 01
00 X | oo 11
— Beispiel 8:

211

(38)

even/odd-Zerlegung bitreversed baut von unten binary Darstellung auf



000 > 000 000
001 \ / 00! 001
010 > 010 010

011 011 011

100 100 100

101 \r 101 101
110/ 110 110

111 > 111 [11

(a) (b)

Abbildung 13.4: Umordnung eines Arrays durch bit reversal, (a) zwischen zwei
Arrays und (b) in einem Array

— Beachte: Braucht nur Paar-Vertauschung

e Startpunkt fiir die Invertierung von Gl. (38) mittels log N-facher Anwendung
von Gl (37).

e Buchhaltung sehr einfach:

— Sortiere Daten in bit-reversed Ordnung: Ein-Punkt-Transformation
— Kombiniere benachbarte Punkte

* Zwei-Punkt-Trafo
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*x Beispiel N =64, n =6

eooee __ peooeee —iwy, feooeeo
k =f +e " f

x Ergebnis braucht 2 Punkte Platz
« Komplexitit: O(N)

— Kombiniere benachbarte Punkte-Paare

x 4-Punkt-trafo
x Braucht 4 Punkte Platz
« Komplexitit: O(N)
— Kombiniere benachbarte Quadrupel

— usw.
e Von N Datenpunkten ausgehend log N mal Gl. (37), gibt Aufwand O(N log N)
e Es gibt FFTs auch fiir N = 2" 3% 5

e Die selbe Teile-und-Herrsche Idee ist auch in anderen Situationen anwendbar.

Einer der fiinf wichtigsten Algorithmen, wo gibt

13.3 Spektralanalyse zeitdiskreter Prozesse

Ein Schiitzer Oy basierend auf N Daten heift konsistent, wenn gil

lim (éN — @) —prob 0

N—oo

i.e. bias und Variance gehen mit N gegen 0.

Periodogramm von weiffem Rauschen
e Sei z(t) = €(t) ~ N(0,0?)

e Dann lautet f(wg)

flwg) = % Z e kbe(t) = % Z(cos(wkt) + sin(wyt)) €(t)

t=1 t=1
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o Mit

le”™kt| = 1 und (e(ti)e(ty)) = 6

folgt:

fwr) ~ Ne(0,0%)

— unabhingig von w;, (darum "weikes” Rauschen)

— mit unabhingigem Real- und Imaginérteil (weil sin(wxt) und cos(wyt) or-
thogonal)

(f(wk), flw)) = 0%k

f(wg) ist unabhéngig komplex normal verteilt.

e Spektrum war

S(w) = (If (@)

e |f(w)|? hat extra Namen: Periodogramm

Per(wy) = | f(w)|*

e Da

Per(wy) = | f(w)]* = (Re(f(wi)))* + (Im(f (wr)))?
gilt fiir z(t) = €(t) :

Per(wr) ~ X3

Fiir nichtweife (i.a. nichtlineare) Prozesse hilft der Zentrale Grenzwertsatz, und es
gilt allgemein (mit richtigem Vorfaktor) :

1
Per(wg) ~ ES(wk)Xg, wr # 0,7

unabhingig von N. (Fiir wy, = 0, 7: Per(wy,) ~ S(wk)x3, da nur cos(wyt) beitrigt).
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e Da
(x3)=2, Var(x3)=4 SD(x3) =2

ist die Periodogramm unverzerrter Schétzer,

e aber : Standardabweichung des Periodogramms ist unabhingig von N (und
gleich Erwartungswert)

Damit ist das Periodogramm kein konsistenter Schatzer fiir das Spektrum ! ‘

e Zunehmende Datenmenge:

Statt kleiner werdender Varianz des Schitzers erhélt man bessere Auflosung
im Frequenzraum.

Zentral:
Weil das (wahre) Spektrum glatt, kann man Spektren schétzen, in dem man das
Periodogramm gléittet:

Slwg) = Z W, Per(wii)

I=—h

Dieses ergibt mit N — oo h — oo, und h/N — 0 einen konsistenten Schétzer.
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Abbildung 13.5: Linearer stochastischer Prozess 2. Ordnung
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Abbildung 13.6: Linearer stochastischer Prozess 2. Ordnung
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Abbildung 13.7: Periodogamm und geschétztes Spektrum eines linearen stochasti-
schen Prozesses 1. Ordnung

Spektrum war definiert als:
S(w) =Y e “TACF(r) =< |f(w)|* >

Wiéhlt man geschitzte ACF

ACF(r) = NL_T S a(t)alt + 1)

ergibt sich als Schitzer fir S(w)
Sw)=) e “TACF(r) = |f(w)]
Periodogramm | f(w)]? zappelt wie bldde, @(7) ist schon glatt. Wie paft das

zusammen 7
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ZEICHUNG wahre ACF
ZEICHNUNG geschatzte AC'F
< (ACF(r) — ACF(m))(ACF (1) — ACF (7)) >=

% > {ACF(k +m) + ACF(k — 1) — 2ACF () ACF (k) }+

{ACF(k + 1) + ACF(k — 1) — 2ACF (1) ACF (k)}

Die Zappelei des Periodogramms steckt in den korrelierten Fehlern der geschatzen
ACF

Fouriertransformation macht sie im Frequenzraum unabhéingig.

Andere Methoden der Spektralschitzung:

e Zeitreihe in L Stiicke schneiden und deren Periodogramme mitteln

Sei M = N/L
M

Peri(wy) =Y e ™ a((l— )M + 1)

t=1

L

A 1

S(wy) = I Z Per(wy)
=1

e ACF Fenstern, Erinnere QM: Faltung im Frequenzraum ist Multiplikation im
Zeitraum und vice versa.

S(wr) = Y w(r)e ™ ACF ()

=1
w(T) = 0 fiir 7 > Tz Tmae < 1/h. Methode der Wahl vor FFT Erfindung.
Im Falle
e linearer Prozesse bleiben die Fourierkomponenten unabhangig
e nichtlinearer Prozesse ergeben sich Korrelationen.

e Siehe next semester for details
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Vergleich Fourierreihen vs. FT(mischender ProzeR)
Fiir z.B. Sédgezahn:

y=ux fiir —7 <x <m, und periodisch fortgesetzt

gilt:

_ 9 sinx  sin2x . sin 3z
Y= 1 5 3

Das "Periodogramm (=Spektrum)” lautet also:

Abbildung 13.8: Periodogramm einer Sdgezahnkurve

Betrachte van der Pol Oszillator:

i=p(l -2t —zx

Kubische Nichtlinearitit, Storungstheorie, Hohere Harmonische bei (2i+1) fachem
der Grundfrequenz.
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Abbildung 13.9: Periodogramm des van-der-Pol-Oszillators

Leakage und Tapern:

Die FT sieht die Zeitreihe x(t),t

1,...T als Ausschnitt einer unendlich langen

Reihe y(t),t € Z:

(1 f1<t<T
1 0 sonst

Effekt Leakage:

Multiplikation im Zeitraum ist Faltung im Frequenzraum
Periodogramm hat einen bias

Spektralschitzung "verschmiert”

Masse wird von Peaks in Téler transportiert.

"Leakage™ Durchsickern

Ist fiir w,(t) maximal schlimm.

Behandlung:
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e Wihle w(t), das sanfter verlduft, z.B. Bartlett window
t—1T

— 1 <t <
() = 1 o ir<esT
0 sonst

e Dieses nennt man Tapern.
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Abbildung 13.10
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Das resultierende Spektrum ist mit

T

9= ST o
> i1 WA (H)
ZU normieren.

Ubung:
Simulation und Spekralschitzung fiir AR[2]-Prozef

Lessons learned:
e Fast-Fourier Transformation
e Y3-Verteilung des Periodogramms mischender Prozesse

e Konsistente Schétzer fiir das Spektrum
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14 Markov Chain Monte Carlo Verfahren

Literatur:
e W.R. Gilks et al. Markov chain Monte Carlo in practice [20]

e J.J.K. ORuanaidh, W. Fitzgerald Numerical Bayesian methods applied to signal
processing [49]

e R.E. Kass et al.: Markov Chain Monte Carlo in Practice: A Roundtable Dis-
kussion [29]

Bayes’scher Ansatz (biased version):

Es gibt keine "wahren” Parameter.

Parameter sind Zufallsvariablen.

Jede Wahrscheinlichkeit ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit.
e Vorwissen ist die Bedingung.

Bayes’sches Theorem:

Aus
p(a,b) = p(ald)p(b) = p(bla)p(a)
ot (alb)p(d)
_ plalb)p(b
p(b|(l) - p(a)

erlaubt "Umschaufeln” von p(bla) auf p(a|b).
Seien b die Parameter, a die Daten, dann war die MLE Idee: p(a|b) als Funktion von
b zu lesen.

Fiir Bayesianer macht aber p(bla) Sinn. p(b) stellt sein Vorwissen dar. p(a) ist kon-
stant und wird weggelassen.

p(bla) x p(a|b)p(b) = Likelihood x Vorwissen

Ist das Fehlermodell Gauft’sch und besagt das Vorwissen, der prior, daf der Betrag
von b eher klein ist, z.B. durch:

p(b) oc e’
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so ergibt logarithmieren:

plbla) oc 37 LB Z U b] | g

2
lox;
i=1 g

die Minimum Norm Regularisierung der SVD aus Kap. 7 Losung linearer Gleichungs-

systeme.

Gibbs-Sampler
Die Gleichung

p(bla) o< p(alb)p(b)

bietet die Moglichkeit, Parameter eines Modells im Bayes’schen Kontext zu schéitzen.
Problem: Die hochdimensionalen Integrale.

Gleichung

Ausweg: Der Gibbs Sampler
Man kann zeigen: Ziehe einzelne Parameter funktioniert.

ZEICHNUNG Schema

Konvergenz: Lasse 2 Prozesse parallel laufen, wenn Intravarianz = Intervarianz, dann
konvergiert.

Wahl des priors

e Wenn der prior den Type der Verteilungsklasse der Likelihood nicht &ndert,
nennt man ihn conjugate prior. Das macht vieles einfacher.

e Wihlt man als prior eine Verteilung, die sehr breit ist, nennt man ihn
nicht-informativ

e Im Falle nicht-informativer prior, ist das Ganze MLE, und nur eine Integrati-
onstechnik.

15 Klassifikation

Literatur:
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e D.J. Hand, Discrimination and Classification [22]
e O. Duda and P.E. Hart Pattern classification and scene analysis [13]
e T. Kohonen Self-organizing maps 35|

Fischer’sche Diskriminanz Analyse
Mahalanobis Distanz

Clustering

Kohonen map

Optimierung der Trans Information [41]
MDS und projection pursuit
Literatur:

e JW. Sammon A nonlinear mapping for data structure analysis [60]
e P.J. Huber Projection Pursuit [27|

Aufgabe:

Gegeben ein hochdimensionaler Datensatz, suche nach Strukturen.
Siehe auch:

ISOMAP [69]

LLE [58]

Was fehlt

An wesentlichem :
e Integralberechnung, Recipes Kap. 4 und 7.6, Stoer Kap. 3

e Stochastische Approximation [30, 56|, Die grosse Flut, Thresholding
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