Theoretische Physik IV: Quantenmechanik
(Vorlesung Prof. Dr. J. Timmer)

Aufgabenzettel Nr. 8

Vorwort

Das vorliegende Aufgabenblatt behandelt den fiir die Festkorperphysik wichtigen Fall periodischer
Potentiale. In Aufgabe 2 soll das Energiespektrum eines Teilchens in einem periodischen Potential
mit endlichen Potentialstufen bestimmt werden. Im Gegensatz zu dem in der Vorlesung behandelten
Dirac-Kamm, wo die Anschlussbedingungen auf die Determinante einer 2x2-Matrix fiihren, ist
fir das Potential mit endlichen Stufen die Determinante einer 4x4-Matrix zu bestimmen. Der
damit verbundene Rechenaufwand ldsst sich unter Zuhilfenahme allgemeiner Eigenschaften von
Fundamentalsystemen, Aufgabe 1, umgehen.

Aufgabe 1: Fundamentalsystem und Wronski-Determinante (9 Pkt.)

In der Vorlesung wurde das Floquet-Bloch-Theorem gezeigt, d.h. die Schrédingergleichung
h2 1"
o () + V() = Bu(a) (1)
eines Teilchens im periodischen Potential V' (z) mit Periode a hat Losungen der Form
Y(z) = ' u(x), (2)
mit einer a-periodischen Funktion u, d.h. u(z + a) = u(x).

i.) Zeigen Sie, dass aus Gl. (2) der Ausdruck ¥ (z + a) = €!9%)(x) folgt. (1 Pkt.)

ii.) Das System {p1(z, E), p2(x, E)} von Losungen der stationdren Schrodingergleichung zum

Energiewert E heifit Fundamentalsystem, wenn sich jede Losung in der Form ¢ (z) = 212:1 Ao (x)

schreiben lésst. Zeigen Sie, dass die Wronski-Determinante
p1(z)  pa(x)
p1(z)  @y(x)

A(x) := det (

fiir Lésungen ¢; und ¢, von GL (1) unabhéingig von z is, d.h. L A(z) = 0. (2 Pkt.)

iii.) Ein mogliches Fundamentalsystem ist durch die Anfangsbedingung

©1(0) =1, £1(0)

=0 3)
©2(0) =0,  5(0) =1,

festgelegt. Zeigen Sie fiir dieses System, dass die Forderung v (z + a) £ Ap(x), vegl. Teil i.),
dquivalent zu dem Eigenwertproblem

M@ (j) L (j) @)

ist. (3 Pkt.)
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iv.) Wir haben gezeigt, dass aufgrund des Floquet-Bloch-Theorems die Eigenwerte \; /o der Ma-
trix M (a) von der Gestalt \; = %% sind. Zeigen Sie, dass Ay = A} gelten muss und nutzen

Sie diesen Zusammenhang zwischen den Eigenwerten, um

1(E) = 5 (1005 B) + h(a; F)) = cos(ga)

zu folgern. (2 Pkt.)

(5)

v.) Die Eigenwerte \; = €!%® miissen aufgrund des Satzes von Floquet und Bloch Betrag 1
haben. Warum ist diese Bedingung automatisch durch unsere spezielle Wahl des Fundamen-

talsystems erfiillt? (1 Pkt.)

Hinweis: Machen Sie sich die Wronski-Determinante zunutze.

Aufgabe 2: Periodisches Kastenpotential

Gegeben sei das a-periodische Kastenpotential

V() =

0 ,falls0 <z <a-—b,
vg ,fallsa—b<z<a,

mit vg > 0, 0 < b < a, und periodisch fortgesetzt, siehe Skizze.

v(x)
A

) o
z

(6 Pkt.)

i.) Bestimmen Sie das Fundamentalsystem {p;(x; E), p2(x; E)} fiir die Schrédingergleichung,
Gl. (1), mit dem periodischen Kastenpotential V(z) fir die Anfangsbedingungen wie in

Gl. (3). Beachten Sie dabei die Anschlussbedingungen bei z = a — b. (3 Pkt.)

ii.) Bestimmen Sie v(F) wie in Gl. (5),

Zwischenergebnis: y(E) = cos ((a — b) f(E)) - cos (bg(E))

1 (1(E)  y(E)

g(E) ~ f(E)

mit f(F) = 7‘2;1"]3 und g(E) = 7”2%57”0) Plotten Sie v(FE) fur g

g—% = 60 und markieren Sie die zugelassenen Energiebereiche. (3 Pkt.)

Miinsteraufgabe

-5 ( + ) sin ((a — b)f(E)) - sin (bg(E))a

Bischhofskirchen haben zwei Tiirme. Freiburg ist Bischofssitz. Warum hat das Miinster nur einen

Turm?
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